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Partea intai
NOTIUNI INTRODUCTIVE

CAPITOLUL 1
OBIECTUL DE STUDIU AL MECANICI|I
1.1. SCURT ISTORIC

La baza fenomenelor fizice studiate in mecanica — ramura
a stiintelor naturii — stau doud notiuni fundamentale: materia si
miscarea.

Definitia 1.1:

Mecanica se ocupa cu studiul — teoretic si practic — al
celei mai simple forme de migcare a materiei, cunoscuta sub
numele de miscare mecanica si definita ca fiind modificarea
relativa a pozitiei unui domeniu material (discret sau continuu)
sau a unei parti a acestuia, in raport cu un alt domeniu material
considerat ca reper sau in raport cu un sistem de referintd
presupus fix.

Observarea fenomenelor naturii pe criteriul formei si
dimensiunii domeniilor materiale, pe criteriul vitezei de
deplasare si pe criteriul acoperirii legilor teoretice generale si
aspectelor aplicative ae fenomenelor fizice analizate,
evidentiazd complexitatea domeniului de studiu pe care il
acopera mecanica, stiintd constituitd dintr-un vast conglomerat
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de ramuri si subramuri, avand propria lor individualitate:
mecanica clasicd - newtoniand, mecanica analiticd, mecanica
relativistd, mecanica cuanticd, etc. — ca ramuri ale mecanicii
teoretice — rezistenta materialelor, mecanica mediilor continue
solide elastice si plastice (teoria elasticitatii si plasticitatii),
mecanica mediilor continue fluide (lichide si gazoase), mecanica
constructiilor, vibratiile mecanice, etc. — caramuri ae mecanicii
aplicate.

Evolutia in timp si progresele Inregistrate in dezvoltarea
acestel complexe ramuri a stiintelor naturii care este mecanica,
au fost legate de nume celebre ale umanitatii, filozoful grec
Aristotel, marele savant al antichitatii Arhimede, astronomul
polonez Nicolaus Copernic, astronomul german Johannes
Keppler, matematicianul, fizicianul si astronomul italian Galileo
Galilei, fiind doar céateva dintre acestea.

Este marele merit al matematicianului, fizicianului si
astronomului englez Isaac Newton de a fi expus in mod
sistematic, in lucrarea sa "Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica" ("Principiile matematice ale filozofiei naturale"),
notiunile si principiile mecanicii clasice — care se constituie azi
cafundament a obiectului de studiu al mecanicii newtoniene.

Newton a enuntat legile mecanicii sub urmatoarea forma:

Legea |: Orice corp isi pastreaza starea de repaus sau de
miscare in linie dreapta daca nu este constrans de forte
imprimate sa-si schimbe starea.

Legea a ll-a: Variatia miscarii este proportionala cu forta
motoare imprimata si este dirijata dupa linia dreapta in lungul
careia este imprimatd forta.

Legea a lll-a: Reactiunea este intotdeauna contrarda §i
egala cu actiunea; sau, actiunile reciproce a doua corpuri sunt
intotdeauna egale si dirijate in sensuri contrarii.
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Studiind miscarea corpurilor materiale macroscopice,
considerate ca solide rigide, nedeformabile, care se deplaseaza
cu viteze mult mai mici decét viteza de deplasare a luminii n
vid, teoria stiintificd lui Newton s-a impus cu O autoritate
covarsitoare, legitdtile i principiile mecanicii clasice avand un
asemenea grad de generalitate, incat multd vreme ele au fost
considerate ca fiind valabile in egald masura la scara cosmica si
la scara microscopica.

Evolutia in timp a stiintelor, acumularea sistematica a
cunostintelor in toate domeniile mecanicii, permite azi,
reformularea legilor mecanicii postulate de Newton, intr-o
acceptiune modernd, conforma celor mai recente descoperiri $i
realizari ale mecanicii, ca ramura a stiintelor naturii, astfel:

Legea I: Exista cel putin un sistem de referintda in raport
CU Care un punct material isi pastreaza starea de repaus sau de
migcare rectilinie si uniforma dacda nu este constrdns de forte
imprimate sa-gi schimbe starea.

Legea a Il-a: Derivata Tn raport cu timpul a impulsului
unui punct material liber este egald cu forta imprimatd
punctului material.

Aceasta lege se scrie

d(mv) = mﬂ =ma=F (L.1)
dt t

In care V reprezintd vectorul viteza a carui marime este
exprimatd in [m/s], @ reprezintd vectorul acceleratie a carui
mérime este exprimati in [m/s®], iar m reprezinti masa
punctului material exprimata in [kg].

Legea a lll-a: Actiunile reciproce a doua puncte materiale
libere sunt egale in modul, avand ca suport dreapta ce uneste
cele doua puncte §i sensurile opuse.
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Principiul paralelogramului: Un punct material liber
actionat simultan de doua forte, se misca tot asa ca si cand

asupra lui ar actiona o A C
singura  forta,  avand E R >
directia, sensul si modulul

diagonalel  paralelogra- 3 5

mului care are ca laturi 2

cele doua forte.
Fig. 1.1.

Progresele inregistrate in electromagnetism, datorita
eforturilor unor cercetatori i mari oameni de stiintd cum au fost
fizicianul scotian James Maxwell si fizicianul german Heinrich
Hertz, i-au permis renumitului savant Albert Einstein sa
postuleze, prin teoria relativitatii, principiile mecanicii
corpurilor materiale care se deplaseaza cu viteze comparabile cu
viteza de deplasare a luminii Tn vid, formulele mecanicii
relativiste diferind de cele ale mecanicii newtoniene, dar tinzand
catre acestea atunci cand vitezele de deplasare scad.

Primele modele ale atomului, imaginate de fizicianul
englez Ernest Rutherford si de fizicianul danez Niels Bohr, i-au
oferit fizicianului german Max Planck posibilitatea sa elaboreze
teoria cuantelor, teorie ce a fost perfectionata de Erwin
Schrodinger sub forma teoriei mecanicii cuantice care, studiind
miscarea particulelor microscopice, fundamenteaza relatii de
calcul care tind catre cele ale mecanicii newtoniene pentru un
numar foarte mare de particule elementare realizabil in cazul
corpurilor macroscopice.

Se poate concluziona ca

Definitia 1.2:

Mecanica teoretica se ocupa cu studiul legilor miscarii
mecanice si echilibrului corpurilor materiale avand diferite
forme si dimensiuni, considerate nedeformabile si care se
deplaseaza cu diferite viteze.
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Definitia 1.3:
Mecanica tehnica studiaza aplicatiile practice ale meca-
nicii teoretice, considerand corpurile materiale deformabile.

1.2. DIVIZIUNILE MECANICI|I

Dupa natura problemelor studiate, mecanica se imparte in
trei mari capitole:

Definitia 1.4:

Satica — se ocupa cu studiul echilibrului corpurilor
materiale, analizand sistemele de forte care-si fac echilibrul,
precum si reducerea sistemelor de forte.

Definitia 1.5:

Cinematica — se ocupda cu studiul miscarii corpurilor
materiale fara a tine seama de masa lor si de fortele care le
actioneaza, realizand un studiu geometric al miscarii.

Definitia 1.6:

Dinamica — se ocupa cu studiul migcarii corpurilor
materiale tindnd seama de masa lor si de fortele care le
actioneaza.

1.3. MARIMI FIZICE S$I UNITATI DE MASURA
UTILIZATE iN MECANICA

Marimile fizice caracterizeaza unele insusiri ale materiei
cum ar fi proprietatile fizice (volum, masd, densitate), starea
materiel (rigiditatea, viscozitatea, fluiditatea), miscarea materiei
(viteza, acceleratia) si altele. Principala caracteristicd a acestor
marimi este cd sunt masurabile , deci se pot detecta si evalua
cantitativ cu un mijloc de masurare oarecare.

Definitia 1.7:

Conceptul de marime fizica se aplica unei multimi de
obiecte fizice care se bucura de anumite proprietdti comune §i
pentru care trebuie sa se indeplineasca urmatoarele conditii:
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» sa existe posibilitatea stabilirii unei relatii de
echivalenta, deci a unui criteriu care sa permita repartizarca
obiectelor in clase de echivalenta;

» sa existe posibilitatea stabilirii unei relatii de ordonare,
deci a unui criteriu care sa permitd ierarhizarea claselor de
echivalenta in raport cu o clasd numita zero;

» sa existe posibilitatea stabilirii  unel  relatii  de
comparatie, deci a unui criteriu care sd permitd aprecierea
cantitativa a claselor de echivalenta in raport cu o clasd numita
unitate.

Odata stabilite aceste trei conditii, 0 marime fizica, M,
apartinand unei clase de obiecte fizice, poate fi scrisd sub forma
unui produs intre o valoare numericd, n §i unitatea de masura, u.

M=nll

Definitia 1.8:

Masurarea este operatia de comparare directd sau
indirectd a unei marimi cu o altd marime de aceeasi naturd
denumita unitate de masura.

Marimile fizice din naturd nu sunt independente, fiind
suficient sa se defineascd un numadr restrans de marimi fizice
numite fundamentale sau primitive, cu ajutorul si prin
intermediul carora se pot defini celelalte marimi fizice numite
derivate.

Unitatile de masura ale marimilor fizice astfel alese se
nuMesc unitati de mdsura fundamentale reSpectiv unitati de
masura derivate, impreuna definind un sistem de unitati de
masurd.
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1.3.1. Mirimi fizice si unititi de masura fundamentale

Ca stiintd, mecanica opereazd cu o categorie de instru-
mente cunoscute sub denumirea de marimi fizice fundamentale -
spatiul, timpul, masa.

Definitia 1.9:

Spatiul este o notiune care reflectd o forma fundamentala
si obiectivd de existentd a materiei, caracterizand pozitia
corpurilor si intinderea lor. In mecanici spatiul este considerat
tridimensional, continuu, izotop, omogen si infinit.

Unitatea de masura pentru spatiu este metrul, [m]:
lungimea egala cu cu 1650763,73 lungimi de unda in vid ale
radiatiei care corespunde tranzitiei atomului de krypton 86 intre
nivelele sale 2pyg si 5ds.

Definitia 1.10:

Timpul este o notiune care reflectd o forma fundamentala
si obiectiva de existentd a materiei, care caracterizeaza durata si
succesiunea fenomenelor si proceselor materiale. In mecanica,
timpul este considerat vesnic, continuu, omogen, uniform
crescator si ireversibil.

Unitatea de masura pentru timp este secunda, [S]: durata
de 9192631770 perioade ale radiatiei corespunzatoare tranzitiei
intre cele doua nivele hiperfine ale starii fundamentale ale
atomului de cesiu 133.

Definitia 1.11:
Masa este o notiune care reflectd proprietatile generale si
obiective de inertie i de gravitatie ale materiei.

Gravitatia este o proprietate generald a materiei care se

manifestd prin atractia reciprocd a corpurilor. Ea permite
definirea notiunii de masa gravifica, care reprezintd marimea
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scalard pozitiva ce exprima cantitativ proprietatea materiei de a
produce camp gravitational. Sub aceasta formd, masa intervine
Tn cunoscuta expresie a legii atractiei universale

m,m,
r

F=k (1.2)

Inertia este o proprietate generalda a materiei care se
manifestd prin Insugirea corpurilor de a se opune actiunii altor
corpuri de a modifica starea de miscare sau de repaus relativ. Ea
permite definirea notiunii de masa inertd, care reprezintd
marimea scalard pozitivd ce exprima cantitativ proprietatea de
inertie a materiei. Sub aceastd formd, masa intervine in legea
fundamentald a mecanicii

F=ma (1.3)

Unitatea de masura pentru masa este kilogramul, [kg]:
masa prototipului international de platina iradiata adoptat in anul
1889 de Conferinta Generald de Masuri si Greutati si pastrat la
Sévresin Franta.

Prin experientele de mare precizie facute pana in prezent,
nu s-a putut decela nici o diferenta intre masa gravifica si masa
inertd, desi gravitatia si inertia sunt proprietati diferite ale unui
corp material. Newton insusi afirma in "Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica" ¢ un corp cu cat este mai greu, este mai
inert.

1.3.2. Marimi fizice si unitiati de masura derivate

Ca stiinta, mecanica opereaza cu o categorie de instru-
mente cunoscute sub denumirea de marimi fizice derivate, dintre
care vom considera, pentru exemplificare, doar forta.

Definitia 1.12:
Forta este o notiune care intruneste toate caracteristicile
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unei marimi vectoriale si care reflectd fenomenul fizic obiectiv

de interactiune mecanicd dintre corpurile materiale.

Unitatea de masura pentru forta este newtonul, N: forta
care imprima unui corp cu masa de 1 kg, o acceleratie de 1 m/s”,

In tehnica sunt intalnite in mod curent doua sisteme de
unitati de masura: sistemul tehnic, avand ca marimi fizice
fundamentale spatiul, timpul si forta si sistemul fizic, avand ca

marimi fizice fundamentale spatiul, timpul §i masa.

Tabelul 1.1: Sistemul international de unitati de masura

Mirimea Ecuatia Unitatea de Simbolul Alte
dimensionala masuri sistemede
unitati de
masura
unititi de masura fundamentale (primitive
lungimea L metrul m -
masa M kilogramul kg -
timpul T secunda s -
unititi de masura derivate
aria L? metrul patrat m? -
volumul L3 metru cub m? R
densitatea ML kilogramul pe kg/m® R
metrul cub
viteza LT? metrul pe secunda m/s -
acceleratia LT? metrul pe secunda m/s? -
la patrat
frecventa Tt hertz Hz st
forta LMT? newton N kgm/s’
presiunea L'™MT? | pasd Pa N/m?
energia, L*MT? joule J Nm
lucrul
mecanic
puterea L*MT watt W Js
unghiul - radian rad. -
plan
viteza T1 radian pe secunda rad./s st
unghiulara
acceleratia T2 radian pe secunda rad./S g?
unghiulara la patrat
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In prezent, in tara noastri si in numeroase alte tiri din
lume a fost introdus sistemul fizic international de unitdti de
masurd, (Tabelul 1.1), avand ca unititi de masura fundamentale
metrul, [m], pentru lungimi, kilogramul, [kg], pentru masa si
secunda, [s], pentru timp.

Pentru a stabili unitatile de masura derivate se scrie ecuatia
dimensionald a marimii fizice derivate respective sub forma
L*MP°T*®, unde a, b, ¢ sunt exponenti numerici si se deduce
unitatea de masura corespunzatoare.

In orice sistem de unitdti de masura se pot folosi
multiplii sau submultiplii zecimali ai unitatilor de masura.

M ultiplii Submultiplii
Factorulde | Prefixul | Simbolul | Factorulde | Prefixul | Simbolul
multiplicare multiplicare
10" exa E 10" deci d
10" peta P 10° centi c
10™ tera T 107 mili m
10° giga G 10° micro i
10° mega M 10° nano n
10° kilo k 107 pico p
10° hecto h 10" femto f
10 deca da 10 atto a

1.4. Modele teoretice utilizate in mecanica

Avand in vedere complexitatea si varietatea lor, mecanica
studiaza diferitele domenii materiale si miscarea acestora, cu
ajutorul unor modele schematizate care retin numai
caracteristicile esentiale ale acestora si care le fac proprii pentru
calculul matematic.

In mecanica se folosesc ca modele teoretice:

» punctul material, model care se aplica acelor domenii
materiale ale caror dimensiuni sunt neglijabile in raport cu
distantele dintre ele si a caror forma nu joaca practic nici un rol
in desfasurarea miscarii. Acest model are ca elemente
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caracteristice punctul geometric, ca reprezentant al pozitiei
domeniului material si masa, ca mdrime ce caracterizeaza inertia
domeniului considerat.

» linia materiala, model care se aplica acelor domenii
materiale la care doua dintre dimensiuni, latimea i grosimea,
sunt relativ mici In raport cu lungimea si nu joaca practic nici un
rol in desfasurarea miscarii. Acest model are ca elemente
caracteristice o linie geometrica care poate fi dreaptd sau curba,
ca reprezentant al axei domeniului material si o masa, distribuita
pe unitatea de lungime, ca marime ce caracterizeaza inertia
domeniului considerat. Liniile materiale pot fi bare daca opun
rezistentd la incovoiere sau fire dacd nu opun rezistenta la
incovoiere.

» suprafata materiald, model care se aplica acelor domenii
materiale la care una dintre dimensiuni, grosimea, este relativ
micd n raport cu lungimea si latimea $i nu joaca practic nici un
rol in desfasurarea miscarii. Acest model are ca elemente
caracteristice o suprafatd geometrica, pland sau curbd, ca
reprezentant al suprafetei mediane a domeniului material si o
masa, distribuitd pe unitatea de arie, ce caracterizeaza inertia
domeniului considerat. Suprafetele materiale pot fi placi, daca
opun rezistentd la Incovoiere, sau membrane dacad nu opun
rezistenta la incovoiere.

» corpul material, model care se aplica domeniilor
materiale la care cele trei dimensiuni, lungimea, latimea si
grosimea, au ordine de marime comparabile. Acest model are ca
elemente caracteristice volumul geometric i 0 masa, distribuita
pe unitatea de volum, ca o caracteristica a inertiei domeniului
material considerat. Corpurile materiale se numesc solide rigide
daca raman nedeformate la actiunile ce tind sa le schimbe forma.

» mediul continuu sau continuul material, model Tn care se
considerd cd intregul spatiu ocupat de domeniul material este
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umplut cu substanta, desi este bine cunoscutd structura atomica
discontinua a corpurilor.
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CAPITOLUL 2
NOTIUNI ELEMENTARE DE CALCUL VECTORIAL
2.1. DEFINITII

In mecanica se opereazda, in mod obisnuit, cu doua
categorii de marimi fizice: marimi scalare $i marimi vectoriale.

Definitia 2.1:

Se numeste marime scalara sau scalar o marime fizica
caracterizata printr-un numar real care reprezintd valoarea sa
numericd in unitatea de masura considerata.

Exemple: timpul, masa, temperatura, densitatea, lucrul
mecanic, energia, puterea, etc.

Definitia 2.2:

Se numeste marime vectoriala o marime fizica carac-
terizatd printr-un numdr pozitiv (numit modul, intensitate,
marime sau valoare numericd) si printr-o orientare in spatiu
(directia si sensul pe directia respectiva).

Exemple: deplasarea, viteza, acceleratia, forta, etc.

Elementele unui vector v = AB, evidentiate in Figura 2.1,
sunt:

» originea vectorului sau punctul sau de aplicatie (punctul
A);

» directia vectorului sensul
(dreapta suport, precum si
oricare alta dreapta
paralela cu ea);

g

B \dreapta

originea

> sensul  vectorului lf\ suport
(sensul este indicat de -
varful sagetii, de la A la
B); Fig. 2.1.
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» modulul vectorului (numarul pozitiv care reprezinta
lungimea segmentului AB) si care se noteaza |\7| .

2.2. OPERATII CU VECTORI
2.2.1. Sistemul cartezian de referinta

Definitia 2.3:
Se numeste sistem de referinta cartezian, un ansamblu de
trei axe concurente si necoplanare.

Daca axele sunt si perpendiculare intre ele, sistemul de
referinta se numeste cartezian triortogonal.

Un sistem de referinta Oxyz (ordinea axelor fiind Ox, Oy,
0z) este drept daca, pentru a aduce axa Ox peste axa Oy printr-0
rotatie de unghi mai mic de Tt, ea trebuie rotita in sens direct (in
sens trigonometric) in planul xOy.

Definitia 2.4:

Se numeste versor sau vector unitate al unel axe A un
vector U de modul egal cu unitatea, avand originea situatda pe
axa, directia si sensul axei.

Versorii  axelor de

7 coordonate ale sistemului
de referintda  cartezian
triortogonal sunt i, j, K.
Daca v,,v,,v, sunt

<l

proiectiile vectorului V pe
vy ] axele sistemului cartezian

B de referinta si a, B, y sunt

v,/ e : o
unghiurile (numite unghiuri

directoare) pe care vectorul

\
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V le face cu aceste axe, asa cum se¢ vede in Figura 2.2, atunci
sunt valabile relatiile care dau marimea si orientarea vectorului
considerat:

V=v,i+v, j+v,k v=[v = vi+vE+vE; (2.1)

Vv Vv
cosQ = —* = £ ;
v Vi +Vo Ve
Vy Vy
COSP = — = ————; (2.2)
2 2 2
v v, Vv
Y Y
cosy=—== <

Vectorii se pot clasifica dupa cum urmeaza:
» vectori liberi
» Vvectori alunecatorti;
» vectori legati.

Definitia 2.5:

Se numeste liber, vectorul care, pastrandu-si modulul,

directia si sensul, isi poate muta originea in orice punct din
7A spatiu.
In cazul reprezentarii
vy lor Tn sistemul cartezian
triortogonal, vectorii liberi
\A‘ sunt caracterizati de trei
Vy X marimi scalare independente,
reprezentate in Figura 2.3a,
y de proiectile pe axele
triedrului de referinta,
Vi Vi, Vs,

<|

v

.\

Fig.23.a
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Definitia 2.6:

Doi vectori liberi se numesc egali sau echipolenti daca si
numai dacd au drepte suport paralele, au acelasi sens si acelasi
modul.

ZA

Vz

0 ﬁA Vy

v P

<1

Ve

Fig.23.b

Definitia 2.7:

Se numeste alunecator, vectorul care, pastrandu-si
modulul, directia si sensul, isi poate muta originea in orice
punct, P, de pe dreapta sa suport.

In cazul reprezentirii lor in sistemul cartezian triortogonal,
vectorii alunecdtori sunt caracterizati de un numar de cinci ma-
rimi scalare independente, reprezentate in Figura 2.3.b, de
proiectiile lor pe axele triedrului de referinta, v,,v,,v, si de

doua coordonate, a si b.

Definitia 2.8:
Doi vectori alunecatori se numesc egali sau echivalenti
dacd si numai daca au aceeasi dreapta suport, au acelasi sens si
acelasi modul.

Definitia 2.9:

Se numeste legat, vectorul care isi pastreaza neschimbate
toate elementele (modulul, directia, sensul si punctul de
aplicatie).
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ZA
Vz V

0]__L Vy X
N »

3

/ X
e
y
Fig.2.3.c

In cazul reprezentirii lor in sistemul cartezian triortogonal,
vectorii legati pot fi caracterizati de sase marimi scalare
independente, reprezentate in Figura 2.3.c, de proiectiile lor pe
axele triedrului de referinta, v, Vy,V, si de trei coordonate, X, y

si .
Definitia 2.10:

Doi vectori legati se numesc egali sau identici daca au
aceeasi dreapta suport, au aceeasi origine, sens si modul.

2.2.2. Sumavectorilor

Definitia 2.11:
Suma a doi vectori asi b este un vector C, reprezentat in
modul, directie si sens prin diagonala paralelogramului avand ca

laturi acesti vectori. (Figura b = >
2.4)

t=a+b (23
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Suma V a unui numir finit de vectori V,, i =1,n se obtine

asezand vectorii intr-0 ordine

s oarecare, astfel incét fiecare vector

sd aiba originea sa in extremitatea
) vectorului precedent.

— Figura astfel formatda este

cunoscuta sub numele de poligonul

vectorilor componenti.

Vectorul V are ca origine, originea primului vector si ca
extremitate, extremitatea ultimului vector considerat, asa cum se
vedein Figura2.5.

In sistemul cartezian triortogonal, suma a doi vectori
a=aJd+aj+ak si b=b,i+bj+bk este un vector,
C=c.i+ Cy] +¢,k , care este dat de relatia

c=a+b=(a, +b,)i+(a +b )i+, +b)k  (24)

Suma unui numdr finit de vectori V; = v, i+v,j+v,k,

i =1.n, este vectorul

V:i_gvix +]2viy +R2viZ (2.5)

Suma vectorilor se bucura de urmatoarele proprietati:
» comutativitate

V,+V, =V, +V, (2.6)
> asocidivitate

(vl +V2)+V3 =V, + (vz +\73) (2.7)

22



NOTIUNI ELEMENTARE DE CALCUL VECTORIAL

» exista element neutru
0+v=Vv (2.8)
2.2.3. inmultirea unui vector cu un scalar

Definitia 2.12:
Prin inmultirea unui vector V cu un scalar m, se obtine un

vector mv al carui modul este dat de relatia |H/| =m EP? , a carui

directie coincide cu cea a vectorului Vv, sensul fiind acelasi cu
cel a vectorului Vv dacda m > 0 si invers acestuia daca m < 0.

In sistemul cartezian triortogonal, prin inmultirea vectoru-
lui a=a,i+a,j+a,k cuscaarul m, se obtine vectorul
ma=mla=ma,i+ma,j+ma,k (2.9

Produsul unui vector cu un scalar se bucura de urmatoarele
proprietati:

> existd element neutru

1V =v (2.10)
» exista element nul
0w =0 (2.112)
» asoCiativitate mixta
m(n¥) = (mh)v (2.12)

» distributivitate in raport cu adunarea
(m+njv=mv+nv

m(@+b)=ma+mb (219
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2.2.4. Produsul scalar a doi vectori

Definitia 2.13:

Produsul scalar a doi vectori @ si b esteun scalar m, care
se obtine multiplicind modulele celor doi vectori cu cosinusul
unghiului dintre dreptele lor suport:

m=arb =[gfb cos(a, b) (2.14)

In sistemul cartezian triortogonal, produsul scalar a doi
vectori a=a,i+a,j+a,k si b=b,i+b j+b,k esteunscaar
m=alb=a,b, +ab, +a,b, (2.15)

Produsul scalar a doi vectori se bucurd de urmaétoarele
proprietati:
> comutativitate

alb=b@& (2.16)
» distributivitate in raport cu adunarea

(G+b)x=ac+bE (2.17)
» produsul scalar adoi vectori nu este asociativ
arp )z (@b (2.18)

» produsul scalar a doi vectori este nul dacad si numai daca
vectorii sunt perpendiculari sau daca unul dintre ei este nul.

2.2.5. Produsul vectorial a doi vectori

Definitia 2.14:
Produsul vectorial a doi vectori a si b este un vector v
normal pe planul format de cei doi vectori, avand sensul dat de
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regula burghiului drept si modulul dat de produsul modulelor
celor doi vectori cu sinusul unghiului dintre dreptele lor suport:

V=2axb
(2.19)

v} =[d] b} sinfa. b)
Directia vectorului V este perpendiculard pe planul format
devectorii @ si b, iar sensul este dat de regula burghiului drept.

Tn sistemul cartezian triortogonal, produsul vectorial a doi
vectori a=a,i+a j+a,k si b=b,i+b j+b,k esteun vector

i ]k
a, a, a,|=
b, b, b, (2.20)

= (aybZ —azbyf+(azbX —ab,)j+ (axby —aybx)E

Vv=axb=

Produsul vectorial a doi vectori se bucurd de urmatoarele

proprietati:

> anticomutativitate

axb=-bxa (2.21)
» distributivitate Tn raport cu adunarea

(a+b)xc=axc+bxc (2.22)
» produsul vectoria adoi vectori nu este asociativ

ax(pxc)# (axb)xc (2.23)
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» produsul vectorial a doi vectori este nul dacd si numai
daca vectorii sunt paraleli (coliniari) sau daca unul dintre vectori
este nul.

2.2.6. Produsul mixt

Definitia 2.15:

Produsul mixt atrei vectori @, b si T este, prin definitie,
un scalar m, rezultat a produsului scalar dintre vectorul a si
produsul vectorial bx¢.

m=arfbxc) (2.24)

In sistemul cartezian triortogonal, produsul mixt al
vectorilor a=a,i +a,j+a,k, b=b,i+b j+bk si
C=c,i+c,j+c,k estescalarul

a, a, a,
m=arfpxc)=|b, b, b,|= .29
c, C, C '

= (bycZ -b,c, )aX - (bxcZ -b,c, )ay + (bxcy -b,c, )aZ

Produsul mixt se bucura de urmatoarele proprietati:
» produsul mixt este invariant daca se permutd circular
factorii sai

afoxc)=b{cxa)=caxb) (2.26)

» produsul mixt isi schimba semnul daca se permuta intre
el doi termeni

arfoxc)=-arfcxb) (2.27)
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» produsul mixt este nul daca si numai daca vectorii sunt
coplanari sau daca unul din termeni este nul.

Observatia 2.1:
Intre versorii axelor de coordonate ale sistemului de
referinta cartezian triortogonal se pot scrie urmatoarele relatii:
i_2 = ]2 = RZ =1
ix]
jxi =Kk =
ijxk)=jcfexi ) E(I XJ)
i xk)=kix])=Trkxj)=-

2.3. FORTA — MARIME VECTORIALA

=i (2.28)

2.3.1. Forta ca vector alunecator

In mecanicd se lucreazi, cel mai adesea, cu un model
idealizat de corp material, numit solid rigid, caracterizat de
faptul ca ramane nedeformat la actiunile ce tind sa-i schimbe
forma (distanta dintre doud puncte oarecare de sde este
constantd, oricare ar fi fortele ce actioneaza asupra corpului).

2>
52 2 Qv
22 22 2
& Qo’\\ Ky Qo’\\ )

a) b) C)
Fig. 2.6

In Figura 2.6 a, asupra unui solid rigid actioneaza forta F
aplicatd in punctul A. Se poate demonstra ca efectul acestei forte
asupra solidului rigid, rdmane acelasi, indiferent unde s-ar gasi
forta pe suportul sau. Daca in punctul B, asa cum se arata in
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Figura 2.6 c, se aplica sistemul de forte F si — F, echivalent cu
zero, efectul mecanic exercitat asupra solidului rigid nu se

modifica. In particular, forta F aplicati in punctul A si forta
—F aplicata in punctul B, avand ca suport dreapta AB nu au
nici un efect asupra rigidului (Figura 2.6 b) rezultanta lor fiind
nuld. Prin urmare, asupra solidului rigid actioneazd numai
efectul mecanic dat de forta F aplicati in punctul B.

Avand acelasi efect mecanic asupra solidului rigid, forta
F aplicatd in punctul A si forta F aplicati in punctul B, se
numesc echivalente, sau, cu ate cuvinte, prin alunecarea pe
dreapta sa suport, din punctul A in punctul B, forta F nu
modificd efectul mecanic asupra solidului rigid. Deci forta F
are caracterul unui vector alunecator.

2.3.2. Momentul unei forte in raport cu un punct

Definitia 2.16:

Momentul unei forte F in raport cu un punct O numit pol,
este dat de produsul vectorial dintre vectorul de pozitie T a

punctului de aplicatie A al fortei si vectorul fortd F.

Mo (F)=TxF (229

Fig. 2.7.

Momentul Mo(l_:) este un vector legat, aplicat in punctul
O, care are, corespunzator definitiei, directia perpendicularad pe

planul format de vectorii T si F, sensul dat de regula burghiului
drept si modulul dat de relatia
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Mo (F) = F| sinr. )=

2.30
- f|F|sina =[F (230

In relatia (2.30), d se numeste bratul fortei si reprezinti
distanta de la punctul O la dreapta suport a fortei F, iar o
reprezintd unghiul dintre dreptele suport ale vectorilor T si F.

Tntr-un sistem cartezian triortogonal, cand vectorii T si F
sunt dati prin componentele lor, T=xi+yj+zk respectiv
F=Fi+ Fy] +F,k, expresia analitici a momentului unei forte
F 1n raport cu un punct O numit pol,

Mo (F)=Mo,i+ Mg j+Mgk (2.31)

este data de relatia

N X

- (2.32)
= (sz - ZFy )r + (ZFx - XFz )] + (XFy - ny )E

Identificand membru cu membru relatiile (2.31) si (2.32),
se obtin expresiile proiectiilor momentului, M, l_:), unei forte Tn
raport cu un punct, pe axele sistemului cartezian de coordonate

Mo, =YF, —2ZF;
Mo, =2zF, —xF, (2.33)
Mo, =XF, —yFK.
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Momentul, M (I_:), unei forte in raport cu un punct, se
bucura de toate proprietatile produsului vectorial, la care se
adauga:

> este nul dacd produsul vectorial TxFeste nul (F=0,

F=0, FD]]I_:) sau, cu alte cuvinte, cand punctul O se afla pe
dreapta suport a fortei.

Mo(F)

Fig. 2.8.

> este invariant la operatia de lunecare a fortei F pe
dreapta sa suport. Intr-adevar, analizand Figura 2.8,

Mo(F)=rxF=(+AB)xF=TxF+ABxF=xF=M,(F)

(0]

deoarece ABxF =0, vectorii AB si F fiind coliniari.

» variaza daca se schimba pozitia polului din O in O’,
dreapta suport a fortei F rdamanand neschimbati. Intr-adevar,
analizand Figura 2.8,

Mo (F)=7"'xF = (00+7)x F = OOXF + T x F = OOXF + M, (F)

Observatia 2.2:

Daca polul O se deplaseaza pe o dreaptd paraleld cu
dreapta suport a fortei, atunci momentul fortei in raport cu acest
punct numit pol, este invariant la schimbarea pozitiei sale.

> intre proiectiile fortei F pe axele sistemului cartezian de
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coordonate si proiectiile momentului M, (I_:) dat de aceasta

forta in raport cu punctul O, pe axele aceluiasi sistem de axe de
coordonate, existd o relatie scalara identic satisfacuta si care
exprima perpendicularitatea celor doi vectori

FiM,(F)=0

sau, dezvoltat,

FMo, +F,Mo, +EMg, =0
F(VF, - zF, )+ F, (2, -xF,)+ £ (xF, -yF,)=0

Observatia 2.3:

Proiectiile fortei F pe axele sistemului cartezian de
coordonate si proiectiile momentului M (I_:) dat de aceasta forta
in raport cu punctul O, pe axele aceluiasi sistem de axe de
coordonate, caracterizeaza vectorul F ca vector alunecitor.

Momentul fortei in raport cu un punct ramanand acelasi
cand forta aluneca pe suportul ei, permite folosirea lui pentru
indicarea suportului fortei. Acest suport se afla intr-un plan

_[Mo(F)

perpendicular pe directia momentului, la distanta d W s

de acea parte a lui O care corespunde sensului momentului
(forta aflatd pe acest suport trebuie sa roteasca burghiul astfel
incat el sa inainteze in sensul momentului).

2.3.3. Momentul unei forte in raport cu o axa

Definitia 2.17:
Momentul unei forte F in raport cu o axa (A) de versor

U, este dat de proiectia pe axd a momentului fortei F n raport
cu un punct O oarecare al axei (Figura2.9).
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M, (F)=[Mo(F)cosa =M, (F)m=(FxF)m (239

Fig. 2.9.

Deci, momentul unui vector in raport cu o axa este
produsul mixt dintre vectorii T, F si versorul U a axel (A) si,
n consecinta, se bucura de toate proprietatile produsului mixt.

Pentru ca definitia formulata sa aiba sens, este necesar sa
se demonstreze ci momentul unei forte F in raport cu o axi
(A), deversor U, nu depinde de pozitia punctului O pe axa.

Analizand Figura 2.9 se scrie

M, (F)= (xF)mi = (00 +7)xF)m =
= (00xF)mi+([FxF)m=Mm, ()
deoarece (ﬁxrz)[iﬂ =0, vectorii O'O si U fiind coliniari.

In practica, momentul unei forte in raport cu o axi se
determind proiectand forta pe un plan perpendicular pe axa si
calculand momentul acestei proiectii in raport cu punctul in care
axa ineapd planul.

Intr-adevar, dacd se descompune forta dupa directia axei si
dupa directia paraleld cu proiectia ei pe planul perpendicular pe
axa (Figura 2.10) atunci rezulta

(2.35)
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o
_A A F
u A' > I?l
i
O bl —
E',
(P) A >
d
(D)
Fig. 2.10

i+ (F'xl_:")ﬁl] + (mx ')m + (AA'XI_:' ')H] _ (2.36)

In relatia (2.36), trei dintre produsele mixte sunt nule
deoarece au cel putin cate doi vectori paraleli cu axa (A).

Semnele + si — din aceeasi relatie dovedesc faptul ca
momentul unei forte in raport cu o axa este un scalar pozitiv
daca proiectia sa pe axa are sensul versorului U si negativ daca
are sensul contrar acestuia.

Observatia 2.4:

In aplicatiile tehnice, intervine frecvent notiunea de
moment al unei forte in raport cu un punct in plan, care este, de
fapt, un scalar care exprimd momentul fortei in raport cu o axa,
perpendiculard pe plan, pe care il inteapd in punctul respectiv.

2.3.4. Cuplu de forte

Definitia 2.18:
Un sistem de doua forte Fsi—F, egale Th modul, parale-
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le, opuse ca sens si actionand pe suporturi diferite, se numeste
cuplu de forte.

Cuplul de forte, (I_:,—I_:), aplicat unui solid rigid, are
rezultanta nuld si 11 imprimd acestuia un efect mecanic de
rotatie.

Momentul, C, al cuplului de forte, (F,—F), in raport cu
punctul O, este dat de suma momentelor celor doua forte care
alcatuiesc cuplul, in raport cu punctul O.( Figura 2.11).

C=O0Ax(-F)+OBxF=(0B-0A)xF=ABXF (237)

Fig. 2.11.

Momentul, C, al cuplului de forte, (F,~F), in raport cu
punctul O, este un vector liber (nu depinde de punctul O, putand
fi aplicat in orice punct din spatiu), care are directia perpendi-
culara pe planul format de cele doua forte care alcatuiesc cuplul,
sensul dat de regula burghiului drept (Figura 2.11) si modulul
dat de relatia

S :|A—Eixﬁ| =|A_B|_ | sin(AB, F)= o)
= |AB|[fF| @ina =|F
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In relatia (2.38), d se numeste braful cuplului si reprezinta
distanta dintre dreptele suport ale fortei F, iar a reprezinta

unghiul dintre dreptele suport ae vectorilor AB si F.
2.3.5. Reducerea fortelor

2.3.5.1. Sisteme echivalente de forte

Se considerd o forta F aplicata intr-un punct A a unui
solid rigid. (Figura 2.12). A reduce forta F in punctul O

inseamna a introduce in O un Sistem echivalent cu forta F care
sa aiba acelasi efect mecanic asupra solidului rigid.

Definitia 2.19:
Doua sisteme de forte se numesc echivalente daca pot
rezulta unul din celalalt printr-0
succesiune de operatii elementare
de echivalenta.

Sistemele echivalente se
obtin prin aplicarea operatiilor
elementare de echivalenta.

» alunecarea unei forte pe
Fig. 2.12. dreapta sa suport;
» descompunerea unei forte in componentele sale pe axe
concurente;
» introducerea in / eliminarea din sistem a fortelor egale in
modul si de sens contrar;
» inlocuirea fortelor concurente cu rezultanta lor.

2.3.5.2. Torsor de reducere

Aplicarea (Figura 2.12) in punctul O a doua forte de

sensuri opuse, egale in modul cu forta F care actioneaza in
punctul A si avand aceeasi directie cu aceasta, nu modificd cu

nimic efectul mecanic asupra solidului rigid. Forta F aplicata in
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punctul A si forta — F aplicata in punctul O, formeaza un cuplu
de forte, de moment

C=M,(F)=7xF (2.39)

In consecinti, asupra solidului rigid, in punctul O
actioneaza forta F si momentul MO(F), al caror efect mecanic

este echivalent cu cel al fortei F aplicati in punctul A.

Forta F si momentul M,(F) se numesc demente de

reducere in punctul O sau torsorul de reducere al fortei F
aplicata in punctul A, si se noteaza

1o (F.7xF) (2.40)
Pentru un sistem de forte I_:I L =E, aplicate Tn punctele
A, i= ﬁ si care au, respectiv, vectorii de pozitie T, , i = ﬁ n

raport cu punctul O, fiecare forta F aplicati in punctul A, se

inlocuieste cu o fortd F si un moment M, (I_ZI): T xF, aplicate
in punctul O. Sistemul fortelor F concurente in punctul O se

|
n

inlocuieste cu un vector rezultant R = Z F si, analog, momen-
1=1

tele M, (I_:I ) =T, xF sefinlocuiesc cu un vector moment rezultant,
Mo =3 W)

in concluzie, torsorul de reducere al sistemului de forte I_:I ,

i =1n, sescrie

To=(ﬁ,m0)=§ﬁ,;nxﬁ§ (2.41)
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In practica, se pune de foarte multe ori problema inlocuirii
actiunii unui sistem de forte care actioneaza asupra unui solid
rigid, cu actiunea altui sistem de forte, care diferd, in general, de
primul atat prin numarul de forte aplicate céat si prin modulul,
directia si sensul lor, dar care sd aiba acelasi efect mecanic
asupra solidului rigid.

Acest lucru se realizeaza, asa cum s-a ardtat anterior, cu
ajutorul operatiilor elementare de echivalenta.

Teorema de echivalenta
a doua sisteme de vectori alunecatori:

Doua sisteme de forte sunt echivalente daca au, intr-un
punct, aceeasi fortd rezultanta si acelagsi moment rezultant, sau,
cu alte cuvinte, daca au acelagi torsor de reducere in punctul
considerat.

Torsorul de reducere se bucurd de urmatoarele proprietati:

» laschimbarea punctului de reducere, forta rezultanta R,
obtinutda prin construirea poligonului fortelor, ramane
neschimbata, fiind un invariant in raport cu punctul de reducere;

» laschimbarea punctului de reducere, momentul rezultant
se modificd corespunzator relatiei

M. =FxR=|0'0+7)xR =
o (_ ) . (2.42)
R+rxR=M,+0'0OxR

11
O
X
=l
<

Astfel, intr-un punct O, a solidului
rigid, (Figura 2.13), torsorul de reducere a

sistmului de forte I_:I i :ﬁ , sescrie

Fig. 2.13.
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T =(ﬁ,m'o)=giﬁ,mo +%xﬁ§ (2.43)

> produsul scalar dintre forta rezultanti R si momentul
rezultant M, este o mirime constantd, fiind un invariant in

raport cu punctul de reducere;
Intr-adevar, inmultind scalar cu R, relatia (2.42) devine:
RM, =R[M, -RHOO*R)=RM,,  (244)
produsul mixt R [ﬂO_O'X§) fiind
nul.

Relatia (2.44) se mai sCrie,
conform celor prezentate 1in

Figura2.14,

RIM,, =|R|0M,|cosp = |Rpr;M,

RIM,, =|R| M |cosa = [R|pr.M,
deci,
pr-Mo =prsM, =M = const.
rezultant pe directia fortei

adicd, proiectia momentului
rezultante este un invariant in raport cu punctul de reducere.

Tindnd cont de expresiile analitice ale vectorilor

R=R,i+R,j+R,K si My =M,i+ M, j+M Kk, relatia (2.44)

sescrie

RM, =R,M, +R,M  +R,M, =constant (2.45)
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si se numeste trinom invariant sau scalarul torsorului sistemului
de forte dat.

2.3.5.3. Torsor de reducere minimal. Axa centrala

Considerand un sistem oarecare de forte actionand asupra
unui solid rigid, se pune intrebarea care este valoarea minima a
torsorului sistemului de forte dat si in care puncte de reducere se
obtine aceasta valoare.

Asa cum rezultd din una dintre proprietatile torsorului de
reducere, acesta se modifica la schimbarea punctului de
reducere, ca o consecintd a modificarii momentului rezultant
M.

Este posibil si se descompuna momentul rezultant M n
doud componente M, dupi directia rezultantei R si M, intr-

un plan normal pe directia rezultantei R . (Figura2.15)
(2.46)

Cum componenta
Mg este invarianta,

rezulta cda modificarile
momentului rezultant

My st implicit ale
torsorului  de reducere,
sunt determinate de

Fig. 2.15. componenta M, care, n
functie de punctul de reducere, poate lua orice valoare si orice
pozitie in planul normal pe directia rezultantei R .

Se demonstreaza ca existd puncte in care componenta
M este nula.

39



CURS DE MECANICA PENTRU INGINERI

In consecintd, valoarea minimi a momentului rezultant
M, este componenta M, a acestuia si se realizeazi in punctele
in care componenta M, se anuleaza.

Marimea momentului minim este data de relatia

_RM, _RM,+R M +R,M,
|ﬁ| JR? +R§ +R?

S-a ardtat 1n paragrafele precedente cd momentul rezultant
variaza cand se schimba polul. Se pune problema determinarii
valorii minime a modulului acestui vector. Notand cu

M,, M,, M, proiectiile vectorului M,,cu R,, R, R

proiectiile vectorului R, si cu X, y, z coordonatele punctului P

=M (2.47)

X1 y? y? z

n care modulul momentului rezultant este minim, expresia M ,a
acestuia se scrie:

i ]k
M, =My +POXR=M,i +M j+Mk+|-x -y -z
R, R, R,
Sau
M =(M, -yR, +zR J +(M, -zR, +xR, Jj +
+(M, -xR, +yR, K
iar

M| = (M, -yR, +zR, } +(M, 2R, +xR, )} +
+(M, -xR, +yR, F =f(x,y.2)

Pentru a calcula minimul functiei f(x,y,z) se pun
conditiile:
ﬂ - O, ﬂ =0, ﬂ = 0
ox oy
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Rezulta
2(M, -zR, +xR,R, -2(M, -xR, +yR, R, =0
oM, -xR, +yR, R, -2(M, -yR, +zR )R, =0
oM, ~yR, +zR, R, -2(M, ~zR, +XR, )R, =0

Este usor de verificat cd ecuatiile de mai sus nu sunt
independente. Intr-adevar, daca se multiplica prima ecuatie cu
R,,adouacu R, siatreiacu R, si se adund, se obtine 0=0.

Rezultd cd numai doud dintre aceste ecuatii sunt
independente.
Impartind prima relatie cu 2R/R,, adouacu 2R,R, sia

trela cu 2R, R, , aceste ecuatii pot fi puse sub forma a trei

y 2
rapoarte egale, ceea ce conduce la obtinerea relatiei
M,-yR,+zZR, M, -ZR, +xR, M,-xR, +yR

R R R

X y z

Definitia 2.21:

Locul geometric a punctelor Tn care, efectuand reducerea,
torsorul sistemului de forte are valoarea minima, este o dreapta,
obtinuta prin intersectia a doud plane, numitd axa centrala a
sistemului de forte considerat.

< (2.48)

Observatia 2.5:
Torsorul de reducere minimal este deci, ansamblul format
din vectorii (avand ca dreapta suport axa centrala):

R - vectorul forta rezultanta a sistemului de forte;
My - momentul rezultant minim — si se noteaza

TO mn — (ﬁ,MR) (249)

2.3.5.4. Cazurile de reducere ale
sistemelor de forte oarecare

Cand un sistem de forte oarecare se reduce intr-un punct
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O, se pot intalni urmatoarele cazuri de reducere:

1. R=0; Mo =0, ceea ce insecamnd cad sistemul de
forte dat este echivalent cu zero, deci torsorul de reducere este
nul.

2. R#0; MO =0, ceea ce Tnseamna ca sistemul de

n
forte dat este echivalent cu o rezultantd unicd, R = Z F,d
1=

carei suport trece prin punctul de reducere, O.

Este valabild urmatoarea teorema:

Teorema momentelor (Teorema lui Varignon): pentru
un sistem de forte care se reduce la o rezultantd unicd, momentul
rezultantei in raport cu un punct este egal cu suma vectoriald a
momentelor fortelor componente calculate in raport cu acelasi
punct.

Mo =Mo(R)= imo(ﬁ) (2.50)

Pentru un sistem de forte care se reduce la o rezultanta
unica, momentul rezultantei In raport cu o axa este egal cu suma
algebrica a momentelor fortelor componente calculate n raport
cu acea axa.

M, =M, (®)= 5 M, (F) (251)

3. R=0; Mo # 0, ceea ce inseamna ca sistemul de

forte dat este echivalent cu un cuplu ale cirui forte, F, au
sensurile alese astfel incat sa se respecte regula burghiului drept
si sunt situate intr-un plan perpendicular pe directia momentului

M, la distanta d care respecti relatia |I_:| [d=M,.
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4. R#0;, M, #0, caz in care se pot distinge doua
situatii, dupa cum trinomul invariant R (M, este nul sau nu:

4.a RIM, =0, (cel doi vectori sunt ortogonali)

ceea ce Inseamna ca sistemul de forte dat este echivalent cu o
n

rezultantd unicd R =) F, aflatd pe axa centrald, momentul

minim fiind egal cu zero.
4b. RIM, 20, (cei doi vectori fac Tntre e un

. Tt N < = s
unghi o # E) ceea ce inseamnd ca sistemul de forte dat este

n
echivalent cu o rezultanta R = Z F , aflata pe axa centrald, §i un
1=

cuplu actionand intr-un plan normal pe axa centrald al carui
moment este M, .

2.3.5.5. Cazurile de reducere
ale sistemelor de forte particulare

Reducerea sistemelor de forte oarecare, prezentata in
paragraful anterior, are elemente specifice si este mult mai
simpld in cazul sistemelor de forte particulare, asa cum se va
vedeain continuare.

A. Cazul fortelor concurente

Definitia 2.22:
O multime de forte, ale caror suporturi trec prin acelasi
punct O, formeaza un sistem de forte concurente.

Ca vectori alunecatori, toate fortele pot aluneca pe dreptele
lor suport, astfel ca punctele lor de aplicatie sa fie situate in O.

n
Forta rezultantd este R = Z F . Momentele acestor forte in
1=
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raport cu punctul O sunt nule, deoarece vectorii de pozitie T, =0
si deci, momentul rezultant M, Z Mg Z T xF este, de

asemenea, nul.
In concluzie, un sistem de forte concurente este echivalent

n
cu o rezultantd unica R = Z F al carei suport trece prin punctul

O, sau este echivalent cu zero daci R =0.
B. Cazul fortelor coplanare

Definitia 2.23:

O multime de forte, ale caror suporturi sunt, toate,
continute intr-un acelasi plan, [P], formeaza un sistem de forte
coplanare.

Forta rezultanti R = Z F se afla in planul [P] al fortelor,

iar momentul rezultant M Z My F Z r xF este normal

pe acest plan.
Dacd se considera planul Oxy ca plan al fortelor, iar
componentele vectorilor de pozitie si ale fortelor sunt

T =x,i+y,] respectiv F =F, |+F ] aunci, elementele
torsorului de reducere au expresiile analitice

5‘3= I_:I HEZWHRI+RJ

n i (2.52)
EMO :Z?i xl_: = 1(XiFyi Yi X.)_ Mk
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Se observa ca trinomul invariant ﬁ[ll\_/lo =0, ceea ce

inseamnd ca cei doi vectori, vectorul rezultant R si momentul
rezultant M 5, sunt intotdeauna ortogonali.

In cazul cel mai general, un sistem de forte coplanare este
echivalent cu o rezultantd unica, aflatd pe axa centrala care, in

acest caz, se numeste suportul rezultantei.
Din relatia (2.52), rezulta

i j ok
Mek=|x y 0 sauRXx-R,y=M,, (2.53)
R, R, 0

adica, chiar ecuatia suportului rezultantei.

Observatia 2.6:
La reducerea sistemelor de forte coplanare, sunt posibile si
urmadtoarele doua situatii:

» R= O;MO =0, cazul sistemului de forte echivalent
CU Zero,

> R=0;Mg #0, cazul sistemului de forte echivalent cu
un cuplu ale carui forte sunt continute in planul fortelor date si
al carui moment este M.

C. Cazul fortelor paralele

Definitia 2.24:
O multime de forte ale caror suporturi sunt drepte paralele
intre ele, formeaza un sistem de forte paralele.

n

Forta rezultanta R=Y F are suportul parale cu cel a

sistemului de forte dat, iar momentul rezultant, calculat in raport

cu punctul de reducere O, M, = iﬂo(ﬁ): iﬁ xF , se afla
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intr-un plan perpendicular pe suportul sistemului de forte dat,
momentul fiecarei forte fiind perpendicular pe dreapta sa suport.

Dacéd se considera ca versorul directiei fortelor paralele
este U, atunci, elementele torsorului de reducere in raport cu
punctul O, au expresiile analitice

. R=YF=0y rlu
% i § 0o (2.54)
E\W":ZF‘X_:ZFXF‘Uz Fr ko

TO

Sistemul de forte paralele, in caz general, este echivalent

cu o fortd unica, aflatd pe axa centrald, a carei directie este

paralela cu suportul sistemului de forte dat. Din teorema lui
Varignon, rezulta

ﬁﬁﬁ —riEE&U:o (2.55)

Produsul vectorial fiind nul, ecuatia vectoriala (2.55) este

n n
echivalenta cu ecuatia Fr. -7 F =pBu, vectorii fiind, in

aceste conditii, coliniari. Se poate scrie
n

Fr
= B g=t +au (2.56)

r=——-——u
> YF

Relatia (2.56) - in care, a si 3 sunt parametri,a =

-B

n

ZF

46



NOTIUNI ELEMENTARE DE CALCUL VECTORIAL

- este ecuatia vectoriala a unei drepte care trece prin punctul C,
numit centru al fortelor paralele i care este caracterizat de

vectorul de pozitie
n

Fr
o =—— (2.57)
Fi
E
Se demonstreaza urmatoarele urmatoarele proprietati ale
centrului fortelor paralele:
» centrul fortelor paralele nu-si schimba pozitia daca
directia tuturor fortelor se roteste cu acelasi unghi;
» centrul fortelor paralele nu-si schimba pozitia daca se
multiplicd marimea tuturor fortelor cu acelasi scalar;
» pozitia centrului fortelor paralele nu depinde de
originea sistemului de axe de coordonate.

Observatia 2.7:
La reducerea sistemelor de forte paralele, sunt posibile si
urmadtoarele doua situatii:

> R=0;M, =0, cazul sistemului echivalent cu zero;

> R=0,M,#0, cazul sistemului echivalent cu un
cuplu ale cérui forte sunt continute in planul fortelor date si al
carui moment este M (ﬁ)

APLICATII

1. Enunt:

Asupra unui cub de latura a, actioneaza vectorii din figura.
Sa se proiecteze acesti vectori pe axele unui sistem cartezian
triortogonal, Oxyz, stiind ca:
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Z
V3
Vv 5y
V 5z V 4
\ 4
A )
_ 0 Vs X>
Vo
y Vv 4y
y .~ Vi
pe
Rezolvare;

Pentru rezolvarea problemei, se tine seama de expresia
unui vector scrisd In raport cu sistemul cartezian triortogonal

V=v,i+v j+v,k

in care, vy, Vy, V, reprezinta proiectiile vectorului pe axele
sistemului de coordonate.

Proiectiile vectorilor sunt prezentate in tabelul urmétor:

vector ul proiectia pe | proiectia pe | proiectia pe
axa Ox axa Oy axa Oz
|V1| p 0 0
V| 0 -p 0
V| 0 0 P
v, 0 -pV2 -pV2
Vil P P i
3 3 3
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2. Enunt:
Se dau vectorii:
V,=2i+3j+4k; V, =i-4j-2k; V,=5+]+3K
Se cere sa se calculeze:
VitV Y, wg;
vl x\_/gy vl(vz XV3)

Rezolvare:
In sistemul cartezian triortogonal, suma a doi vectori

a=a,i+aj+ak si b=bi+b,j+bk este un vector,
c= Cxi_ + Cy] + CZR , care este dat de relatia

c=a+b=(a +b, )i+ +b,)i+(a, +b,)k
Se obtine:
V, +V, = (2 + 3]+ 4k)+ (i - 4] - 2k) = 3i - 4] + 2k

Tn sistemul cartezian triortogonal, produsul scalar a doi
vectori a=a,i+a j+ak si b=b,i+b, j+bk esteunscaar

m=alb=a,b, +ab, +a,b,
Se obtine:
V, [, = ([ —4j- 2k )5 + ] +3k)=15-401-23= -5

Tn sistemul cartezian triortogonal, produsul vectorial a doi
vectori a=a,i+a,j+a,k si b=b,i+b j+b,k esteunvector

i ]k
v=axb=la, a, a,|=
b, b, b

X y z

= (aybZ —azbyf+(azbX —ab,)j+ (axby —aybx)E
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Se obtine:

v, XV, :(2i'+3]+4E)><(5i_+]+3E):

a N -

oW e

w N x|
I

=5i +14j-13k
In sistemul cartezian triortogonal, produsul mixt al
vectorilor a=a,i +a,j+a,k, b=b,i+b, j+b,k si
C=c,i+c,j+c,k estescalarul

a, a, a,
m=arpxc)=|b, b, b,|=
¢, C ¢C,

= (bycZ - bzcy)ax —(b,c, —b,c, Ja, + (bxcy -b,c, )az

Se obtine:

i ]k
v, (v, xv,)= (2 +3j+4k)iL -4 -2=
5 1 3
= (21 +3j + 4k)c{- 10 - 13 + 21k )= 210 - 3013+ 4[21= 25
3. Enunt:

Asupra unui cilindru actioneaza sistemul de forte dirijate
cain figura.

Se cunosc marimile exprimate in N:
Rl =fV17+4y2
Fl=[Fl=[F=12

cuf =const., fortele F, si F, fiind paradlele cu axele Ox
respectiv Oy.
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De asemenea, se cunosc dimensiunile indicate pe desen.

Se cere sd se reduca sistemul de forte in raport cu punctul
O, precizand cazul de reducere si sd se determine ecuatia axei
centrale a sistemului de forte considerat.

L

F

Rezolvare:
Torsorul de reducere a sistemului de forte in raport cu

punctul O sescrie
=R.M,) § erFH

Corespunzator figurii prezentate, se scriu expresiile
analitice ale fortelor respectiv momentelor acestor forte in raport
cu punctul de reducere

F=fy20+f(2+2)j-3f k
F=-2f(j-2f K
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Se obtine

M, = (0BxF)+(0CxF,)+(0ExE,)+(00'%F, )=
= (—4+x/§)‘rEﬂ—\/§frE]—2rf\/§Dl—<]+4rf 0+

+ 2rf\/§(]+R)]—2rf\/§Eﬁ:

=—rfJ20+rfV20

Tn plus, produsul
RM, = -5f k(- rf 20 +1f+/21§)=0,

deci sistemul de forte dat este echivalent cu o fortd unica al carei
suport nu trece prin punctul de reducere, avand in vedere ca

M, #0.
Ecuatia axei centrale este data de relatiile:

M,-yR,+zZR, M, -ZR, +xR, M, -xR, +YyR,
R B R B R

X y z

Prin inlocuirea expresiilor pentru proiectiile pe axele
sistemului de referintd a rezultantei R si a momentului acesteia
n raport cu punctul de reducereMo(R), se gjunge la concluzia

ca axa centrald este o dreaptd paralela cu axa Oz care trece prin

punctul
P2 2
5 5
4. Enunt

Asupra corpului din figurd actioneaza sistemul de forte
pentru care se cunosc marimile exprimate in N
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[F|=fv2, [R|=f+14, |R|=3fsif =const.>0.

De asemenea, se cunosc dimensiunile indicate pe figura.

4z
%ﬁ—»‘
_ o'
!
a A B
L o e
C
i E ¥
} i F
" 3 "l

Se cere sa se reduca sistemul de forte n raport cu punctul
O, precizand cazul de reducere si sd se determine ecuatia axei
centrale a sistemului de forte considerat.

Rezolvare:
Torsorul de reducere a sistemului de forte in raport cu
punctul O se scrie

o =R Mo)=5 R 51 xR

Corespunzator figurii prezentate, se scriu expresiile
analitice ale fortelor respectiv momentelor acestor forte n raport
Ccu punctul de reducere

F=fO-fk

F=-fO+3 -2
F =3k

Se obtine
R=F+F+F =3[
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M, = (ﬁxl_:l)+ (O_E'X'_ZZ)"' (&Xﬁs)z
af [] +af (- 67 +3K)+ 3af - ) = af (- 37 - 2] + 3K)
Tn plus, produsul

RIM, (R)=3f 0j raf (- 37 - 2j +3k) = 0,

deci sistemul de forte dat este echivalent cu un torsor propriu-
zis.
Ecuatia axei centrale este data de relatiile:

M, -yR,+zR, M, -zZR, +xR, M,-xR, +zZR,
R B R B R B

X y z

Prin inlocuirea expresiilor pentru proiectiile pe axele

sistemului de referintd a rezultantei R si a momentului acesteia
n raport cu punctul de reducereM,, se aunge la concluzia ca

axa centrald este o dreapta paraleld cu axa Oy care trece prin
punctul
Pla, 0, a).
S. Enunt

In figura este reprezentat sistemul de actionare pentru o
masa vibrantd, format dintr-un excentric solidar cu o roata
dintatd si un tachet, care se sprijind cu talpa sa, prin intermediul
unor role, pe ghidgje verticale.

Asupra ansamblului tehnic prezentat, actioneaza fortele:

|F>|=500 N;
Q=50 N;
|F|=3002v2 N;

E|=-k.esin®, (k,=2000 N/m; e=005 m)
N = (R~ k,esne) (1=005)

Cunoscand urmatoarele date constructive
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a=004 m; OG=002 m; OE=b. =007 m;
O_C:0,05 m; dZO,OZ m; @:R:O,l m; a:g,

se cere sa se reduca sistemul de forte in raport cu punctul O,
precizand cazul de reducere si sa se determine ecuatia axei
centrale a sistemului de forte considerat.

Rezolvare:
Torsorul de reducere a sistemului de forte in raport cu
punctul O se scrie

o =R Mo)=5 R, 5 xR

Corespunzator figurii prezentate, se scriu expresiile
analitice ale fortelor respectiv momentelor acestor forte in raport
cu punctul de reducere
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[F|=-500}; M, (P)=-20k

|6| =-50j; M, (6) = —cosbk

[F| =300 -300}; M, (F)=21/2k
F|=-100sin6j; M, (F)=-4sin6k

N = (25-5sin8)i; M, (N)=(0,255n?0-0,7sin8-2,75)k

Se obtine torsorul de reducere in punctul O

0 R=(325-5sn8)i - (850+100sin6)j
o = (686 - cos - 4,7sin6+0,25sin” O
Tn plus, produsul

To

ROM, =0,

deci sistemul de forte dat este echivalent cu o rezultantd unica.
Ecuatia axei centrale este datd de relatiile:
M,-yR,+zZR, M -ZR, +xR, M,-xR, +zR,
R R R

X y z

Prin inlocuirea expresiilor pentru proiectiile pe axele
sistemului de referinta a rezultantei R si a momentului acesteia
n raport cu punctul de reducereM , se ajunge la ecuatia scalara

(850+100sin6)x +(325-5sinB)y =
= -6,86+cosO +4,7sin6-0,25sin% 0

care este suportul rezultantel unice cu care este echivalent
Sistemul de forte dat.
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CAPITOLUL 3
NOTIUNI DE GEOMETRIA MASELOR
3.1. CENTRE DE MASA
3.1.1. Greutatea. Centrul de greutate (de masa)

Asa cum se aratd in Figura 3.1, toate particulele M; avand
masele m;, i =1,n si apartinand unui sistem de puncte materiale

aflat la suprafata Pamantului, sunt supuse actiunii campului
gravitational terestru care se manifesta prin forta de atractie

Gi=m,- 3.1
i '8

si care este numita fortd de
greutate.

Se observa ca aceasta
forta depinde de masa
particulei materiale, m;, si de

vectorul g care este numit
acceleratie gravitatio-nald st
care, la fel cu oricare marime
vectoriald, este defi-nit de
urmatoarele elemente: |

Fig. 3.1.

» modul — variabil, in functie de pozitia particulei
materiale in raport cu suprafata Pamantului, in calcule
considerandu-se valoarea de 9,81 m/ s2;

» directie — aproximativ directia razei Pamantului;

» sens — dirijat cétre centrul Pamantului.

Greutatea sistemului de puncte materiale reprezentat in
figura 3.1 este
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G=Gi+Gr+...+Ga =D .G (3.2)
Tinand seama de relatia (3.1), greutatea sistemului se scrie

G=>Gi=Ym g=¢gdm=Mg (3.3
i=1 i=1 i=1

n

in care s-a notat M = Z:mi , masa totala a sistemului de puncte
i=1

materiale considerat.

Pe un domeniu restrans, situat la suprafata Pamantului,
campul gravitational terestru se considera constant, deci se poate
neglija variatia intensitatii si directiei vectorului acceleratie
gravitationald, greutitile ce actioneazd asupra particulelor
materiale fiind considerate forte paralele, dirijate dupa o directie
verticald si avand sensul orientat 1n jos.

Sistemul acestor forte paralele poate fi inlocuit cu o
rezultantd unicd, numitd greutate a sistemului de puncte
materiale si care este definitd de wurmatoarele elemente
caracteristice unei marimi vectoriale:

» punct de aplicatie - este punctul C numit centru

de greutate si care reprezinti centrul fortelor de greutate, G,

considerate paralele;
» modul — este dat de relatia

G:ZGi :Zmi 'g=gzmi =Mg;
i=1 i=1 i=1
» directie — este data de directia axei centrale;

» sens — este orientat in jos.

Fiind centrul fortelor paralele de greutate, centrul de
greutate, C, al sistemului de puncte materiale considerat este
caracterizat de vectorul de pozitie
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n _ n _ n _ n _
ZGiri Zmigmi Zmiri Zmiri
o=l _ =l =l _ =l

Ic =—

Z G, Z m;g Z m;
i i1 iol

relatie care demonstreaza ca centrul de greutate al unui sistem
de puncte materiale este un element geometric care depinde de
modul de distribuire a maselor sistemului, ceea ce justifica si
denumirea de centru de masd.

(3.4)

Observatia 3.1:

Evident, centrul de greutate si centrul de masa sunt puncte
confundate, diferenta fiind data de faptul cd notiunea de centru
de masa este independenta de atractia universala.

Proiectiile vectorului de pozitie rc pe axele unui sistem
cartezian triortogonal Oxyz, definesc coordonatele centrului de
masa al sistemului de puncte materiale considerat

N N
S, Y
i=1 i=
X = ! =
C b
> M
m.
i
i=1
N N
2my, 2 my
i=1 1
Ye = = ; (3.5)
= M
m;
i=l1
N N
2mz, ) mz
_ =l _ =l
ZC = a =

=1

Daca in relatiile (3.4) si (3.5) n—> o, deci masele
sistemului de puncte materiale sunt repartizate continuu in
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spatiul ocupat de sistem, acesta devine un domeniu material
continuu, (D), iar sumele din relatiile anterioare se transforma in
integrale, astfel incat se poate scrie

de

. _D
rc = (3.6)
I dm
(D)
respectiv
Ix-dm Iy-dm Iz-dm
X¢ (D) . (D) (D) (37)

(D) (D) (D)

Pentru studiul centrului de masa al diferitelor domenii
materiale, este necesar si se introducd notiunea de densitate

) Am, . o A
medie, p, 4 = A_Vl’ prin trecere la limitd, AV, — 0, obtindndu-

se densitatea

_dm

T (3.8)

p

In cazul unui domeniu material cu masa repartizata
tridimensional pe un volum V — cazul blocurilor sau corpurilor -
este valabild relatia dm=p, -dv, in care, py [kg/m’] se

numeste densitate volumetricd.

In cazul unui domeniu material cu masa repartizati pe o
suprafata de arie totala S — cazul placilor si membranelor - este
valabila relatia dm=p, -dA, in care, p, [kg/m’] se numeste
densitate superficiald.

60



NOTIUNI DE GEOMETRIA MASELOR

In cazul unui domeniu material cu masa repartizati pe o
curba de lungime totala L — cazul barelor si firelor - este valabila
relatia dm=p, -d/, in care, p, [kg/m] se numeste densitate
liniard.

in cazul domeniilor materiale omogene (realizate din
acelasi material si avand aceeasi sectiune transversald),
densitatea se considera constantd, p = const., iar pentru celelalte
situatii, ea este variabild p = p(x,y,z).

Inlocuind corespunzitor in relatiile (3.6) si (3.7) elementul
de masa dm, dupa simplificari se obtin relatiile

e pentru corpuri materiale

J?dv

V)
= (3.9)
J.dv
V)
respectiv
J.X-dV J.y~dv Iz-dv
v) v) v)
X. = (Ve = 3 Zo = (3.10)
c Idv © Idv c Idv
v) v) (v)
e pentru suprafete materiale
[rda
_B
rc =—— (3.11)
[dA
()
respectiv
J.X-dA J.y-dA J.z~dA
) ) )
Xc = Yo = 3Zo = (3.12)
© o faa T fda T fda
) (s) ()
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e pentru curbe materiale

j?dz

()
= (3.13)
faz
)
respectiv
[x-dr [y-a [z-di
Xe ( SO N— (3.14)

=L;YC :L)—;Zc )
_[dl _[dl _[dl
L) (L) L)

3.1.2. Proprietatile centrelor de masa

Se demonstreaza urmatoarele proprietati generale ale
centrelor de masa:

1) pozitia centrului de masa al unui sistem de puncte
materiale sau al unui domeniu material continuu, nu depinde de
sistemul de referintda ales, ci numai de modul de distributie a
maselor sistemului de puncte materiale sau ale domeniului
material continuu considerat;

2) daca toate masele unui sistem de puncte materiale sau al
unui domeniu material continuu, se multiplicd/simplifica cu
acelasi scalar, pozitia centrului de masa nu se modifica; ceea ce
conduce la concluzia cd sistemele de puncte materiale sau
domeniile materiale continue, realizate din materiale diferite dar
omogene si care sunt identice din punct de vedere geometric, au
centre de masda omoloage (coincid atunci cand se suprapun
sistemele sau domeniile materiale considerate);

3) daca toate masele unui sistem de puncte materiale sau al
unui domeniu material continuu, se afld pe o dreaptd sau un
plan, atunci si centrul de masa este situat pe acea dreapta sau in
acel plan;
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4) daca un sistem de puncte materiale sau un domeniu
material continuu, are plan, axda sau centru de simetrie, atunci
centrul de masa se va gasi in acel plan, pe acea axa sau in acel
centru de simetrie;

5) centrul de masa al unui domeniu material D, format din n
parti numite subdomenii, Dj, care au masele m; si centrele de

masa in punctele C;, caracterizate de vectorii de pozitie rci,
1=1,n, se identificd cu centrul de masa al unui sistem de n

puncte materiale cu masele m; concentrate in cele n centre de
masé ale subdomeniilor D;.

Intr-adevar, pornind de la expresiile vectorilor de pozitie ai
centrelor de masa, C;, i=1,n,

Il’dm dem Ifdm
po=00 g =0 g =) (35)
m, m, n

se determind vectorul de pozitie rc al centrului de masa al
domeniului material D considerat

dem Il’dm+ dem+...+ dem
T (D) _ (o) (D,) (D,) _
L == = =
m m (3.16)
B m I, +m,r, +...+m I,
m,+m, +...m
Observatia 3.3:

Daca unul sau mai multe dintre subdomeniile D; lipsesc
(sunt extrase) din domeniul material, D, considerat, relatia
(3.16) ramane valabila, dar se atribuie semnul minus maselor
care lipsesc (sunt extrase).
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3.1.3.Centrul de masa al domeniilor materiale compuse

In numeroase aplicatii tehnice, se cere sa se determine
centrul maselor pentru domenii materiale compuse dintr-un
numar finit de parti ale caror centre de masa sunt cunoscute.

Avand in vedere proprietatea 5 a centrelor de masa,
prezentata in paragraful anterior, se recomandda urmatoarea
metodd practicdi — sistematizatd in tabelul 3.1. - pentru
determinarea coordonatelor centrului de masa al unui domeniu
material compus.

Tabelul 3.1. Determinarea coordonatelor centrului de masa

masa coordonatele
nr. (lungimea, centrului de masa produse partiale
crt. aria, al subdomeniului
volumul)
N m; Xi Vi Z; m;X; m;yi m;z;
1 11 111 |\ \4 VI VII VIII
1 my X1 Y1 Z m;X; m;y m,;z;
2 my X2 Y2 Z myXp myy» myZz,
i m; Xi Vi Zi m;X; m;yi miZ;
n ml] xn yl] Zl] mnxn ml]yl] ngl]
n n n n
2m 2omix; | D my; | Y mz,
i=1 i=1 i=1 i=1
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3.1.4. Centrul de masa al domeniilor materiale
omogene uzuale

1) Centrul de masa al unui domeniu material omogen
cu masa repartizata pe o curba de lungime totala, L. — cazul
barelor

a) centrul de masa al unei bare omogene drepte

Din motive de
simetrie, centrul de
masa, C, se gaseste la
jumatatea lungimii
barei, pe axa sa de
simetrie (Figura 3.2).

C

B axa de
simetrie

Fig. 3.2.

b) centrul de masa al unei bare omogene in forma de
arc de cerc

Se considera o bara omogena in forma de arc de cerc,
avand raza R si unghiul la centru 2a [rad].

Din motive de simetrie, centrul de masa, C, se va gasi pe

bisectoarea unghiului.

Asa cum se vede In

Figura 3.3, la distanta 6

_ se alege o bara de lungi-

R dl = Rdb me elementard d/ = RdO,

de forma unui arc de cerc

a ~do avand unghiul la centru
T 0 de.

> Bara  elementara

consideratd poate fi asi-

milatd cu o bard dreapta,

al carei centru de masa se

R giseste la jumaitatea lun-

x = RcosO

Fig. 3.3.
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gimii sale, intr-un punct de abscisd x =R cos0.
Abscisa centrului de masa al barei omogene in forma de
arc de cerc, se determina cu relatia

Ix -d/ (]-R cos0-Rd0 R Oj.cos 06do

Xc

= (L) = =
dl a o
(LI> _dee _Ide (3.17)
Rsin8|” i
_ Sin |7a :Rsmoc

o o

-

2) Centrul de masa al unui domeniu material cu masa
repartizata pe o suprafata de arie totala S — cazul placilor

a) centrul de masa al placilor plane omogene cu
centru de simetrie (poligoane regulate)

Din motive de simetrie, centrul de masa, C, se gaseste in
centrul de simetrie al placii plane omogene considerate.

b) centrul de masa al unei plici triunghiulare plane
omogene

Se considera o placa plana de forma triunghiulara oare-
care, MNP, ca in
Figura 3.4. Se des-
compune suprafata
placii in fasii ele-
mentare, paralele cu
latura MP, de exem-
plu, care pot fi asi-
milate cu bare drep-
te, al caror centru de
masa se gaseste la
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jumatatea lungimii lor.

Locul geometric al centrelor de masa ale acestor bare este
mediana PP’.

Repetand operatia si in raport cu celelalte laturi ale placii
plane triunghiulare considerate, se obtin medianele MM’ si NN’.

Centrul de masa al placii se va gasi la intersectia
medianelor.

¢) centrul de masa al unei pliaci omogene in forma de
sector de cerc

Se considera o placa omogena in forma de sector de cerc,
avand raza R si unghiul la centru 2a [rad].

Din motive de simetrie, centrul de masa, C, se va gasi pe
bisectoarea unghiului.

Asa cum se vede in Figura 3.5, la distanta O se alege o
placa elementara, de forma unui sector de cerc avand unghiul la
centru do.

Placa

elementara

consideratd, poate fi

asimilata cu o placa

triunghiulara, avand

baza de lungime
dl=RdO,

aria dA = %dee , si

al carei centru de
masa se gaseste intr-
un punct de abscisd

Fig. 3.5.

x:chose.
3
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Abscisa centrului de masa al placii omogene in forma de
sector de cerc, se determina cu relatia

fX~dA j‘chose-lede gR cos0do
) _a3 2 3

XC = = o = _Z =
Jaa leZde fae
©) 2 b (3.18)
%Rsine
3 o _stinoc
9|°‘ 3 o

—Q

3) Centrul de masa al unui domeniu material cu masa
repartizata spatial pe un volum V — cazul blocurilor sau
corpurilor

a) centrul de masa al unui con
z . . Se considera un con
. R circular  drept, avand
- g indltimea h si raza bazei R,
o' A ca in Figura 3.6.

La distanta z se
> lﬁ considera un volum
A’ elementar,

= dv = nr’dz,

ce poate fi asimilat unui
N cilindru cu raza r. Din
asemanarea triunghiurilor

v v OO0O'A si OO"A' rezulta

o . y R
Fig. 3.6. r:Ez.

OH

\ 4

Cota centrului de masa al conului se determina cu relatia
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_W 0 _ 0 _4 b3
T fav ROV L] e O
In —z| dz JZZdZ 22 ‘
(V) M h d 37 Mo

b) centrul de masa al unei semisfere

Se considera o
semisfera, de
raza R, ca 1in
Figura 3.7.
La distanta z se
considera un
volum elementar,
dv = nrdz,
ce poate fi
asimilat unui
cilindru curazar.

Fig. 3.7.

Din triunghiul OO'A rezultd r* =R —z>.
Cota centrului de masa al conului se determind cu relatia

Izdv l]z : 7T(R2 -7z’ )2 dz
0 =§R (3.20)

R
(J)dv J‘n(R2 —7? )2dz

Zc

In tabelul 3.2. sunt prezentate relatiile de calcul pentru
coordonatele centrului de masa in cazul unor domenii materiale
omogene, avand diferite forme.
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Tabelul 3.2. Centre de masa

FIGURA SI SISTEMUL DE
COORDONATE

COORDONATELE
CENTRULUI DE GREUTATE

A BARE OMOGENE

" Linia dreapta

C X
e

(0]

A
4

1
2

XC:

Y \Contuggll triunghiului Intersectia bisectoarelor triunghiului
! median
c/ !
\;‘C b _ a(a + 2b) + X(C - b)
N S c —
ot v, 20a+b+c)
 Xc a B x
> h b+c
Ye= T ———717
) 2 a+b+c
Contur pgﬂgonal regulat
aH
C y yC = OC = —
L
a &
a = apotema OA
O Y X, H = proiectia conturului poligonal pe o
< H > directie Ox perpendiculard pe axa de

simetrie
L = lungimea conturului

sin o
X =0C=r
(0
Arcul de lantisor (AM)
v4 OH

Xe =AD ye=—-

D este intersectia tangentei in M cu
orizontala in A, iar H este intersectia
normalei in M cu Oy.

a este parametrul lantisorului
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Tabelul 3.2: continuare

>

FIGURA SI SISTEMUL DE COORDONATELE
COORDONATE CENTRULUI DE GREUTATE
Cardioida
L _ 8
.0 % X Xe =75

e
Cicloida
yA A
7Y Xc =T Yo =71
. 3
¢ ) AB
>9¢ X r=razacercului I = ——
o Xc B i
> > mr
SUPRAFETE OMOGENE
Triunghi X, + X, +X3
Ay Xe =—"F7—
M 3
N _YitYatys
c=———————
b 3
X, la intersectia medianelor
O >

Trapez

_E2b+B
¢T3 B+b

C se gaseste pe segmentul AD, la cota yc, A
si D fiind mijloacele bazelor trapezului
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Tabelul 3.2: continuare

FIGURA SI SISTEMUL DE

COORDONATELE CENTRULUI

COORDONATE DE GREUTATE
Segment de cerc
vA
-3
- 4 rsin”a
€ A, A yC = U UEEEE———
N\ o 3 20 —sin2a
\\'(’. o /, >9
\(1\:/
N\ / \ 4 .
o X
Portiune de coroani circulari
yA
C \ ‘
/ 2R’ -1’ sina
Ye=352 2
) -0l o RS 3 R2 - 1'2 (0
v X,
) »
Cardioida
<—
11
3 Xe =g
X le
Cicloida
yA A
A i
Xc =7r
C S 5
= =—r
v y C
o Xc B "
< >,
Aria OAMN a lantisorului X X
v4 y=—¢e*+e?
||’\ NO 2
C 2a ae'+4e’ -1
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Tabelul 3.2: continuare

FIGURA SI SISTEMUL DE COORDONATELE

COORDONATE CENTRULUI DE
GREUTATE
CORPURI OMOGENE
Tetraedru, con, piramida Pe dreapta ce uneste varful cu centrul de
z z z masa al bazei, la cota

x 2 h

N AN A .

QY 2 S= % E x 4
Yy Yy Yy

Trunchi de piramida

SB = aria bazei mari
Sb = aria bazei mici
H = inaltimea trunchiului de piramida

_ Sp+24SES, +35, h

7z =
© 8, +48,S, +S, 4
h R? +2Rr + 3r?
Zc =773 2
4 R“+Rr+r
h(a+al)
Zo =—
2 2a+a,
3 (2r-h)’
Zo =—
4 3r—-h
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Tabelul 3.2: continuare

FIGURA SI SISTEMUL DE COORDONATELE
COORDONATE CENTRULUI DE
GREUTATE
CORPURI OMOGENE

Emisfera

ZA

Zo = %(2r—h)
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APLICATII

1. Enunt:

In figura de mai jos se considerd o bard omogeni. Se
cunosc dimensiunile indicate pe figura.

Se cere sa se determine pozitia centrului de masa al barei
fata de sistemul de referinta Oxy.

A
y

02
2R—1«+2R

2/'4»

e« R »<e— 3R— >« 2R

\ 4

0

Rezolvare:

Pentru rezolvarea problemei, se recomandd folosirea
metodei practice propusa la paragraful 3.1.3.

Bara din figura poate fi formata, din bara 1 de forma unui
sfert de cerc de raza R, din bara 2 de forma unei drepte de
lungime 3R, si din bara de forma unui semicerc de raza 2R.

Coordonatele xc, si yc ale centrului de masa, C, cerut se
obtin cu ajutorul rezultatelor partiale prezentate in tabelul
urmator:
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lungimea coordonatele centrului produse partiale
de masi al
subdomeniului
N L; X; Vi Lix; Liyi
| 11 111 1V \Y% VI
! nR 2R 2R T
il - | R-=—"" | _p2 R2 £ —
2 T T R ( 2 j
2 6R 0 3R 0 18R2
3 4R
2nR 0 [4R+—1] 0 8R*(n+1)
T
3 1R
2:'5@2+5ﬂ) -R’ -%760+1%Q
i=1

Rezulta coordonatele centrului de masa cautat

2R
Xe =—
12+ 5n
_ R(50+17m)
YT 24 sn

2. Enunt:

in ﬁgura de mai jos se considerd o placd omogena spatiala.
Se cunosc dimensiunile indicate pe figura.

Se cere sa se determine pozitia centrului de masa al placii
fata de sistemul de referinta Oxyz.

z
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Rezolvare

Pentru rezolvarea problemei, se recomandd folosirea
metodei practice propusa la paragraful 3.1.3.

Placa din figurad poate fi formata, in planul Oyz din placa
de forma triunghiului dreptunghic 1 din care se decupeaza placa
de forma sectorului de cerc 2 si, in planul Oxy din placa de
forma dreptunghiulara 3 din care se decupeaza placa de forma
sfertului de cerc 4.

Coordonatele Xc, yc si zc¢ ale centrului de masa, C, cerut se

obtin cu ajutorul rezultatelor partiale prezentate in tabelul de mai
jos:

Aria coordonatele centrului de masa
al subdomeniului produse partiale
N Ay Xi Yi Zi Aix; Aiyi Aizi
1 11 111 v \4 VI VII VIII
R V3 n n’ n'y3
—n 0 —n 0 -
2 3 3 2 6
: 5 o |l
B nn? 0 n n I—T 0 o 6
6 Tt 6
3 n’y3 n g n’y3 3n’
B —n 0 0
2 2 2
4 2 a3 3 3
_m nl—i n«/g—i 0 il +Il_n_77m«/§ 0
4 3n 3n 4 3 4
4 33 5m o,
Sa -5
- 2 12
4 3
LA O
Sax | 5%
- 2 43
- 7
V3 |
>ay-| -2
P 6 4
4 \/g
T
Saz = -
i 3.6
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Rezultd coordonatele centrului de masa cautat

3 1
7_74_*
_ 2 4 3n
C 3\/5_51
2 12

n
SRR
2 12
Bom B3
6 6 6
Z~ = n
2 12

3. Enunt:
In figura de mai jos este reprezentat un arbore cotit
omogen. Se cunosc dimensiunile indicate pe figura (in cm).

Se cere sa se determine pozitia centrului de masa al
arborelui cotit fata de sistemul de referinta Oxy.

Az Az
4
i
oy ron 3
! I
G (65 G |G <
[9\]
) T T ¥ l
wole Go Co]l— ()\ :y
l— S I Q

«20—{}-—20-{%—8 16 8—{%—20*0—-20-» ‘—12—J
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Pentru rezolvarea problemei, se recomandd folosirea
metodei practice propusa la paragraful 3.1.3.
Arborele cotit considerat poate fi format din tronsoanele
evidentiate pe figura si care au centrele de masa situate in
punctele Ci, Cy, C3, Cy, Cs, Cq, C1.
In baza simetriei si a omogenitatii rezulta Xe=Yc=0

Coordonata z¢ a centrului de masa,C, cerut se obtine cu
ajutorul rezultatelor partiale prezentate in tabelul de mai jos:

Volumul coordonatele centrului de masa produse partiale
al subdomeniului

N Vi Z; ViZi

I 11 11

1 1005,31 0 0
2 1570,80 0 0
3 3456 12 41472
4 804,25 24 19302
5 3456 12 41472
6 1570,80 0 0
7 1005,31 0 0

7

)y
i=1 12865,46 - 102246

Rezulta cota centrului de maséa cautat

ZG:

7

Z V.z,
p _ 102246

12 = =
Zvi 12865,46
i

b

946
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3.2.MOMENTE STATICE

In raport cu un sistem de
referintd cartezian, Oxyz,
pozitia punctelor materiale,
= M M, ale sistemului conside-
rat este caracterizata de

Zi . =
0, ' =X vectorii de pozitie i,
/y'{" respectiv. de coordonatele
Y/ Xi g (X, Vi, z), i=Ln (Figura

3.8).

Fig. 3.8.

Momentel e statice — numite planare - in raport cu planele
x0y, yOz respectiv zOx, sunt definite de relatiile

Sioy = 2 miz;, Sy, = Iimixi v Siox = Iimiyi (3.21)

Momentul static — numit polar - Tn raport cu punctul O
este definit de relatia

g, = im‘Fi (322)

Daca toate punctele materiale ale sistemului sunt situate in
acelasi plan (de exemplu xOy), atunci se definesc momentele
statice - numite axiale - n raport cu axa Ox respectiv Oy, cu
relatiile

n n
S, = Z mx,; S, = Z m,y, (3.23)
Observatia 3.4:
Din relatiile prezentate anterior, se observda ca momentele

statice planare sau axiale sunt marimi scalare, iar momentul
static polar este 0 marime vectoriala.
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Din relatiile (3.5) care dau coordonatele centrului de masa,
C, pentru un sistem de puncte materiale, avand 1n vedere ca

n
masa totala a acestui sistem este Z m;, =M, rezulta
1=

m; X, = X:M;
my; =y.M; (3.24)
m,z, =z-M

=1

Relatia (3.24) reprezinta teorema momentelor statice, si
se enuntd astfel:

Momentul static al unui sistem de puncte materiale
calculat in raport cu un plan, o axa sau un punct, este egal cu
produsul dintre masa intregului sistem de puncte materiale §i
distanta de la centrul de masa al sistemului la planul, axa sau
punctul considerat.

Observatia 3.5:

Relatia (3.24) conduce la concluzia cd dacd momentul
static al unui sistem de puncte materiale calculat Tn raport cu un
plan, o axd sau un punct este nul, atunci centrul de masa al
sistemului se gaseste in acel plan, respectiv pe acea axd sau in
acel punct.

Aceastd observatie este si reciproc valabild, servind la
rezolvarea unor importante probleme practice.

Tn cazul unui domeniu material continuu, (D), sumele din
relatiile anterioare se transformd in integrale, astfel incat se pot
defini:

» momentele statice n raport cu planele xOy, yOz
respectiv zOx:
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Sy = (!z [dm, S, = (!x [dm, S, = (!y [dm (3.25)
) ) )

» momentul static in raport cu punctul O:

S, = [r@m (3.26)
!

» dacd toate punctele materiale ale sistemului sunt
Situate toate intr-un plan (de exemplu xQy), atunci se definesc
momentele statice in raport cu axa Ox respectiv Oy, cu relatiile:

S, =Jx [dm; S, = (J’y [dm (3.27)
D) D)

Relatiile de mai sus se pot extinde, cu acelasi inteles, si la
domeniile materialle omogene particulare, prin Tnlocuirea
elementului de masa, dm, cu elementul de volum, dV, de
suprafata, dA, sau de lungime, dl, a domeniului considerat.

Unitatile de masura pentru momentele statice sunt
[S=M] =kgm sau[$ 4 F[dr°=ns’
3.3. MOMENTE DE INERTIE

3.3.1. Definitii

Definitia 3.1:

Se numeste moment de inertie @ unui sistem de puncte
materiale in raport cu un plan, o axa sau un punct, suma
produselor dintre masele punctelor materiale care alcatuiesc
sistemul si patratele distantelor de la aceste puncte la planul, axa
sau punctul considerat.

Definitia 3.2:

Se numeste moment centrifugal al unui sistem de puncte
materiale, suma produselor dintre masele punctelor materiale
care alcatuiesc sistemul si coordonatele acestor puncte n raport
cu doua plane perpendiculare.
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Se considera (in

Figura 3.9) un sistem de n

_ Mii(mi) puncte materiale, M;, avand
masele m;. In raport cu un

Zi sistem de referinta carte-
0/ —X zian, Oxyz, pozit}a punc-
el telor materidle ade siste-
ING Xi mului  considerat  este
caracterizata de vectorii de

pozitie ri, respectiv de co-

Fig. 3.9.

ordonatele (xi, i, z), i =1, n.

Se definesc:

a  momentele- numite planare — in raport cu planele
x0y, yOz respectiv zOx, cu relatiile

n

oy = Z m,z?, Jyoz = Z mX?, Jo =y My; (3.28)

1=1 1=1 1=1

b)  momentele- numite axiale — in raport cu axele Ox,
Oy respectiv Oz, cu relatiile

J, = Z”‘ (y2+22)
3=y m(e +x) (329)
], =imi(><?+y?)

c) momentul- numit polar — in raport cu originea
sistemului de referintd cartezian Oxyz, cu relatia

Jo= 3 m ey +2)) (330)

d) momentele- numite centrifugale — cu relatiile
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=}

Jyy :Zmixiyi’ Jy, :Zmiyizw =) mzx, (331

1=1 1=1 1=1

Tn cazul unui domeniu material continuu, (D), sumele din
relatiile anterioare se transforma in integrale, astfel incat se pot
defini

a  momentele- numite planare — in raport cu planele
x0y, yOz respectiv zOx, cu relatiile

Jeoy = (Izzdm, Jyor = szdm, Jox = Jyzdm (3.32)
D) D) D)

b) momentele- numite axiale — in raport cu axele Ox,
Oy respectiv Oz, cu relatiile

J, :cl(y2 +zz)dm,

)
J, = a!(ZZ +x2)dm, (3.33)
)

J, = a!(xz +y2)dm
)

c) momentul- numit polar — in raport cu originea
sistemului de referinta cartezian Oxyz, cu relatia

Jo = (J’(xz +y%+ zz)dm (3.34)
D)

d)  momentele- numite centrifugale — cu relatiile

Jy = c!xydm, J,, = cb[yde, J, = (!zxdm (3.35)
) ) )

Momentele de inertie sunt marimi geometrice ce caracteri-
zeaza un sistem de puncte materiale sau un domeniu material
continuu, din punctul de vedere al raspandirii masei sale. Ele
sunt 0 masurd a inertiei unui sistem de puncte materiale sau a
unui domeniu material continuu in miscare de rotatie.
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Momentele de inertie planare, axiale si polare sunt marimi
scalare pozitive (in cazuri particulare pot fi si nule) iar
momentele de inertie centrifugale sunt marimi scalare pozitive,
negative sau nule.

Unitatile de masura pentru momentele de inertie sunt
ol =[M] ] * =kgm® sau [p 4 F[OL[OT* = Nms®

3.3.2. Relatii intre momentele de inertie.

Din relatiile de definitie prezentate in paragraful anterior,
se deduc cu usurintd relatiile de legaturda dintre momentele de
inertie, dupd cum urmeaza

Jx = ‘]xOy +‘]sz’ ‘]y = ‘]yOz +Jx0y’ ‘]z = Jsz +‘]

‘]O = JxOy + ‘]yOz + Jsz (336)
20 =3, +J, +J,

yOz

Observatia 3.6:

In relatiile (3.36), numai sase dintre marimi se considera
independente (momentele de inertie axiale, Jx, J, J, si
momentele centrifugale, Jy, Jz, J») In functie de acestea
puténdu-se calcula celelalte momente de inertie.

In tehnica, in afara momentelor de inertie mecanice,
definite anterior, se mai utilizeaza si momentele de inertie
geometrice. Ele au expresii si denumiri similare cu cele ale
momentelor de inertie mecanice §i se obtin din acestea prin
inlocuirea elementului de masa, dm, cu elementul de volum, dV,
de suprafata, dA, sau de lungime, dl, a domeniului material
considerat.

Dacé se noteazd cu I momentul de inertie geometric, atunci
este evident valabila relatia

J=pl (3.37)

n care, p reprezintd densitatea materialului.
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Relatia (3.37) este valabila pentru domenii materiale continue,
omogene (realizate din acelasi material si avand aceeasi sectiune
transversald), pentru care densitatea, p, este constanta.

Definitia 3.3:

Se numeste raza de inertie SaU raza de giratie, distanta
fictiva fata de un plan, o axd sau un punct la care ar trebui
plasata intreaga masa - concentrata intr-un singur punct — a unui
sistem de puncte materidle sau a unui domeniu materia
continuu, pentru a obtine aceeasi valoare a momentului de
inertie ca §i aceea data de intregul sistem de puncte materiale
sau domeniu material continuu, considerat.

Notand cu i raza de inertie si cu M masa sistemului de
puncte materiale sau a domeniului material considerat, se poate
scrie

J=M0O? (3.38)
de unde se obtine
. J
1=, — 3.39
v (3.39)

3.3.3. Variatia momentelor de inertie

In cazul unui sistem de puncte materiadle sau a unui
domeniu material continuu, existd o infinitate de momente de
inertie. In afara relatiilor de legiturd prezentate in paragraful
anterior, existd doua tipuri de relatii de legatura, esentiale pentru
calculul oricarui moment de inertie:

» relatii intre momentele de inertie scrise fatd de un
sistem de referintd Oxyz si cele scrise fatd de un sistem de
referintd Cx’y’z’ avand axele paralele cu primul si originea in
centrul de masa al sistemului de puncte materiale sau al
domeniului material considerat. Aceste relatii de legatura
exprima variatia momentelor de inertie fata de axe paralele;

» relatii intre momentele de inertie scrise fata de un
sistem de referintd Cxyz si cele scrise fatda de un sistem de
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referintd Cx’y’z’, avand, ca si primul, originea in centrul de
masa al sistemului de puncte materiale sau al domeniului
material considerat, dar axele rotite cu un anumit unghi. Aceste
relatii de legaturd exprima variatia momentelor de inertie fatd de
axe concurente.

Variatia momentelor de inertie fata de axe paralele

Fie doua axe paralele, A si A; situate la distanta d una fata
de cealalta, axa A trecand prin centrul maselor, C, a unui sistem
de puncte materiale.

Se alege un sistem de referinta cartezian, Oxyz, avand axa
A ca axa Oz.

Tn raport cu acest reper, coordonatele unui punct oarecare
Mi, de masa mj, care apartine sistemului de puncte materiale
ales, sunt x;, Yi, z.

Prin punctul M; se construieste planul paralel cu Oxy care
intalneste axa A in punctul B si axa A; Th punctul A (AB =d).

Momentul de inertie al sistemului de puncte materiale sau
al domeniului material continuu considerat fatda de axa A,
conform Figurii 3.10, este

da, = gmi 7 = Zmi [(Xi _a)2 + (yi - b)z] (3.40)

Din relatia (3.40) in care a i b sunt coordonatele punctului
in care axaA\; inteapa planul Oxy, se obtine

da, :.imi (xl2 +yi2)— ZaZ m, IX; -

- 2bi m 0y, + (a2 + bz)i m,

(3.41)

In relatia (3.41) se tine seama de urmitoarele observatii:
a.2 + b2 = d2

n
Z m, =M este masa totald a sistemului de puncte materiale
1=
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7 A
A
sl A,
d , Mi(mi)
N : (Xla yi’ ZI)
\ . —A’/ E
of | ’
2
0 | >
d ai, /,z)'(i
----- YR T E(x, i, 0)
b
><‘/ D(a, b, 0)
Fig. 3.10.

Z m, (X|2 + yiz)= Z m, [@7 = J,, in baza relatiei de definitie

imiD(i:M[E:O; n my, =MH=0

Deoarece centrul maselor sistemului de puncte materiae
ales se gaseste pe axa Oz a sistemului de referintd, el are
coordonatele C(€=0, n=0, Q).

Se obtine

Jp, =, +M IE° (3.42)

Relatia (3.42) reprezinta teorema lui Steiner, si se enunta
astfel:

Momentul de inertie calculat in raport cu o axa A, este
egal cu momentul de inertie calculat in raport cu o alta axa A,
paralela cu prima §i care trece prin centrul maselor unui sistem
de puncte materiale, adunat cu produsul dintre masa totala a
sistemului si patratul distantei dintre cele doua axe.
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Din teorema lui Steiner decurg urmatoarele proprietati ale
momentelor de inertie fata de axe paralele:

» dintre toate momentele de inertie in raport cu axele
A; paralele cu o directie, momentul de inertie 1n raport cu axa Qg
care trece prin centrul de masa al sistemului de puncte materiale,
este minim;

» locul geometric al axelor paralele fata de care
momentele de inertie sunt egale, este un cilindru circular a carui
axa de simetrie trece prin centrul de masa al sistemului de
puncte materiale considerat si este paralela cu directia data.

Se poate demonstra ca teorema lui Steiner este valabila si
pentru momente de inertie planare, polare sau centrifugale.

Astfel, dacd se considerd un sistem de referintd Oxyz si un
sistem de referinta Cx’y’z’ avand axele paralele cu primul si
originea in centrul de masa C(§, n, ¢) a sistemului de puncte
materiale considerat, pentru momentele de inertie axiale sunt
valabile relatiile (3.43) echivalente cu relatia (3.42)

‘]x' :Jx +M n2+zz
J, =3, +M(Z% +&? (3.43)
J, =3, +M(E* +n?

Pentru momentele de inertie planare se scrie

Jeoy = oy TMIL?
‘]y'Cz' = ‘]yOz +M I:Ez (344)
‘]Z'Cx' = ‘]sz + M |]]2

Pentru momentul de inertie polar se scrie
Je =3 +M(E* +n° +2?) (345)

Pentru momentele centrifugal e se scrie
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Jeoy =Jy +MEM
3, =, +M M (3.46)
‘]z'x' :sz +M [Z[E

Variatia momentelor de inertie fata de axe concurente

Se considera un sistem de referinta Oxyz, In raport cu care
se cunosc momentele de inertie axiale, Jy, Jy, J,, s1 momentele
centrifugale, Jiy, Jyz, Jxx ale unui punct oarecare, M;, de masa m;,
apartinand unui sistem de puncte materiale. Pozitia punctului M;
fatd de sistemul de referinta ales, este definitd de coordonatele
Xis Yiy Zis.

Se poate determina momentul de inertie in raport cu o axa
A care trece prin O si are directia data de cosinusurile directoare
cosa, Cosf3, cosy

Conform celor ardtate in Figura 3.11, momentul de inertie
a sistemului de puncte materiale in raport cu axa A este

1z N&l(n;/:) Zi)

Fig. 3.11.

J, = Z m, [dl? (3.47)

unde d; = |M N i| este distanta de la punctul M; laaxaA.
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Punctul M; are pozitia definita de vectorul de pozitie
T=xi+yj+zk.

Versorul axei A este U = cosali + cosfj + cosyk .
N; este proiectia punctului M; pe axa A si se poate scrie

d? =72 -ON; = (xi2 +y? +zi2)(cos2 o +cos’ B + cos y)—

~ (x, cosa +y, cosp + z, cosy)’

deoarece cos’ o +cos’B+cos’y=1si
ON, =T.U = X, cosa +Y, cosf3 + z; cosy.

Dupa inlocuiri §i gruparea convenabild a termenilor,
relatia (3.47) devine

J, = cos’ ai m, (yi2 + zf)+ cos’ Bi m, (zi2 + xf)+
+cos’ yi m, (x,2 + yf)— ZcosBcosyi my.z, - (3.48)
- 2cosycosai m,z,X; —2cosa cosﬁi m,X;y,

Tinand seama de relatiile (3.2) si (3.4), se obtine

Jy =J, cos’a +J, cos’B+J, cos’y—
(3.49
—2J,, cosBcosy - 2J,, cosycosa - 2J,, cosa cosf3

3.3.4. Axe principale de inertie. Momente de inertie
principale. Elipsoid de inertie

Din relatia (3.49) se vede ca momentul de inertie J,

calculat in raport cu o axa A ce trece prin originea sistemului de
axe de coordonate, Oxyz, depinde de orientarea axei A in raport
cu sistemul considerat, data de cosinusurile directoare.
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Definitia 3.5:

Dintre toate axele care trec prin punctul O, acelea pentru
care momentul de inertie J, ia valori extreme — maxime si
minime — se NUMeSC axe principale de inertie relative la punctul
O, iar momentele de inertie calculate in raport cu aceste axe se
numesc momente de inertie principale relative la punctul O si se
noteaza J1, b, k.

Momentele de inertie principale rezultd din impunerea
conditiei de extrem functiei J, (COSO( cosf3 Cosy) data de
relatia (3.49). Se aratd cd, folosind metoda multiplicatorilor
Lagrange A, aceasta conditie se SCrie:

h-A =Jy, I
-J, J-Ar -J,]=0 (3.50)
-J, =3, J,-A
Se obtine astfel o ecuatie de gradul al treilea in A care are
intotdeauna raddcini reale deoarece elementele determinantului
sunt simetrice fatd de diagonala principald. Radacinile
A, A, A, deeccuatiei (3.50) sunt chiar momentele de inertie

principale relative la punctul O, notate
J=A, I, =N, J=A, (3.52)
Axele A, A, A, corespunzitoare acestor momente de

inertie sunt axele principale de inertie relative la punctul O, si au
ca parametrii directori, determinantii

J, —J;

y~d Ty -J -J.

yz

J,-3 -,

yx Yy Vi
-J

(3.52)

‘—J J =]

X zy

unde i =13 pentru axele A, A, A, respectiv.
Se demonstreaza urmatoarele proprietdti ale axelor principale
de inertie:
» axele principale de inertie formeaza un triedru
ortogonal;
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» momentele centrifugale calculate in raport cu axele
principale de inertie sunt nule.

Observatia 3.7:

Daca centrul de masa, C, al sistemului de puncte materiale
coincide cu originea sistemului de axe de coordonate, Oxyz,
O = C momentele de inertie calculate in raport cu axele ce trec
prin acest punct, se nuMesc momente de inertie centrale.

Momentele calculate in raport cu axele principae de
inertie, relative la centrul de greutate se numesc momente de
inertie centrale si principale $i sunt momente de inerfie maxime
sau minime.

Pentru a obtine o reprezentare geometrica tridimensionald
a modului de variatie a momentelor de inertie calculate in raport
cu axele ce trec prin punctul O, se foloseste elipsoidul de inertie
corespunzator punctului O (Figura 3.12).
K Axele de simetrie

A Ox1y,z; ae elipsoidului

de inertie sunt chiar
axele principade de
inertie relative la punc-
tul O, deoarece fatd de
aceste axe momentele
de inertie sunt extreme.

Pe axa A care
trece prin punctul O, se
considera punctul P,
astfel ca, masurand in

Fig. 3.12. unitati conventionale,
oP=_+_ (3.53)
s
Coordonatele punctului P sunt
« = 0osa y= cosB’ , = Cosy (354)
NN NERERAN
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Inlocuind relatia (3.54) in (3.49), se obtine ecuatia unui
elipsoid, numit elipsoid de inertie

2 2 2 —
I xT+Jy +3,z2°-2) xy-2J,yz-2J,zx =1  (3.59)

Ecuatia elipsoidului de inertie fata de axele sale de
simetrie este

I xZ+3,y2+3.22 =1 (3.56)

ceea ce demonstreaza faptul cad in raport cu axele principale de
inertie, momentele centrifugale sunt nule.
Daca se noteaza

=c (3.57)

X2 y2 Z2
a—§+b—;+c—§ = (3.58)

in care a, b, ¢ sunt semiaxele elipsoidului de inertie. Relatia
(3.57) semai scrie

(3.59)

ceea ce aratd cd momentele principale de inertie sunt invers
proportionale cu patratul semiaxelor elipsoidului de inertie. In
general, momentul de inertie, J,, calculat in raport cu o axa A

este invers proportional cu distanta OP determinata de
elipsoidul de inertie pe acea axa.

Observatia 3.8:
In plan, elipsoidul de inertie se transforma in elipsa de
inertie.
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3.3.5. Proprietatile momentelor de inertie

Daca existd simetrii In modul de repartitie a masei
sistemului de puncte materialle sau a domeniului material
continuu considerat, atunci directiile axelor principale de inertie
relative la un punct oarecare se pot stabili direct pe baza unor
proprietati rezultate din aceste simetrii.

1.Daca existd un plan de simetrie in repartitia masei, atunci
normalala acest plan, intr-un punct oarecare, O, a planului, este
axa principald de inertie;

Daca se considera ca plan de simetrie planul Oxy, atunci,
in mod firesc, oricarei particule elementare de masa, dm, si cota
z, 11 corespunde o alta particuld elementara de masa dm si cota
—z, si deci,

J, :(J’xﬁmmzo
D)

J, :Jyﬁmmzo
D)

(3.60)

In acest caz, relatia (3.55) a elipsoidului de inertie relativ
la punctul O are expresia datd de relatia

I x?+y?+3,2° -2] xy =1 (3.61)

care, din punct de vedere geometric, aratd ca elipsoidul de
inertie se roteste numai in jurul axei Oz si deci, aceastd axa
coincide cu una dintre axele principale de inertie.

Cand O = C, centrul de masa al domeniului material
considerat, aflat tot in planul de simetrie in repartitia masei,
normala Cz la planul de simetrie este chiar axa centrald si
principald de inertie.

2.Daca existd o axa de simetrie in repartitia masei si trece
printr-un punct oarecare, O, atunci aceastd axa este chiar axa
centrald si principald de inertie;
Daca se considera ca axa de simetriec axa Oz, atunci,
oricarei particule elementare de masa dm si coordonate (x, y, z),
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ii corespunde o particula elementard de masa dm si coordonate
(-X, -y, z) si sunt valabile relatiile

J, :a!xﬁmmzo

) (3.62)
J,, = (! yzdm=0
)

In acest caz, elipsoidul de inertie relativ la punctul O are
expresia data de relatia

I x?+Jy?+3,22 -2, xy =1 (3.63)
iar axa Oz este axd principald de inertie. Deoarece centrul de

masd se afld pe aceastd axa, ea este chiar axa centrald si
principald de inertie.

3. dacd existd simetrie de revolutie Tn repartitia masei, atunci
axa de simetrie de revolutie si cu orice pereche de axe
perpendiculare intre ele si perpendiculare simultan si pe axa de
simetrie de revolutie intr-un punct oarecare, O, al e, sunt axe
principale de inertie relative la punctul O. Cand O = C, toate
cele trei axe sunt axe centrale si principale de inertie.

3.3.6. Momente de inertie pentru domenii materiale
omogene uzuale

1) Dreptunghi
Se considerd un element infinit mic dA dintr-o sectiune
dreptunghiulara cu laturile b i h ca in Figura 3.13.
Analizand sectiunea dreptunghiulard din Figura 3.13.a,
putem exprima elementul de arie sub forma:

dA = bidz (3.64)

Momentul de inertie axial, calculat in raport cu axa Oy,
este
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h
2 3
J, :Iz2 [BA = IZZ [b [8lz = bth (3.65)
h 12
2
b b
> -
J i
Y 0 Y 0]
< : i
dA z h
L dA
Agz
2y 4y, 2
v!Z
a) b
Fig. 3.13.

Raza de inertie este, corespunzator relatiei sale de
definitie

o’

(3.66)

Analizand sectiunea din Figura 3.13.b, putem exprima
elementul de arie sub forma:

dA = hidy (3.67)
Momentul de inertie axial, calculat in raport cu axa Oz,
este
b
J 2 A fy? [h hb® 3.68
z—{y —jy [dy = B (3.68)
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Raza de inertie este, corespunzator relatiei sale de
definitie

L
(3.69)

2) Cerc

Se considera un
eement infinit mic dA
dintr-o sectiune circulara
de raza r ca in Figura

J
o s 3.14.

Analizand sectiunea
din Figura 3.14, putem
exprima elementul de arie
i sub forma

& dA = r [dr Cda (3.70)
Fig. 3.14.

Momentul de inertie polar,este

d
, 2 2m 4
= (r? [®A = (rdr (da = (3.71)
A
Din motive de simetrie, momentele de inertie axiale sunt
egae
J, =J,= Jo 3.72
y — vz _7 ( . )

Momentul de inertie axial este, prin urmare
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Jo _ m*
2 64
Raza de inertie este, corespunzator relatiei sale de

definitie
13, d
i, =i, =L == 3.74
2 VA 4 (3.74)

‘]y:‘]z:

(3.73)

3) In€ circular

4
4

Zy
Fig. 3.15.

Momentul de inertie polar

m™* m* T, .
= -—=—|[D*- 3.75
° 32 R 32( ) (3.75)
Momentul de inertie axial
4 4
3,=3,=T0 ™ _The_g) 378

' 64 64 64

Raza de inertie este, corespunzator relatiei sale de
definitie
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(3.77)

3.3.7. Calculul momentelor de inertie
ale suprafetelor compuse

Calculul momentelor de inertie la pentru un domeniu
material compus, cuprinde urméatoarele etape:

»se descompune domeniul material ntr-o serie de
subdomenii simple;

»se determina pozitia centrului de greutate al
intregului domeniu material considerat, fatd de un sistem de
referinta arbitrar ales;

»se calculeazd momentele de inertie axiale si
momentul de inertie centrifugal in raport cu axele centrale, ale
tuturor subdomeniilor materiale alese si care insumate,
determind momentele de inertie ale intregului domeniu material
considerat;

»se determind pozitia axelor de inertie principale si
valoarea momentelor principale de inertie.

Pentru exemplificare, se considera profilul din Figura
3.16 pentru care se parcurge algoritmul de calcul prezentat
anterior.

» se alege un sistem de referinta arbitrar O1X1Yy1;
»se calculeaza pozitia centrului de masa in raport cu
O1X1Y1, corespunzator relatiilor

o =2 A% _150[20CV5+100(20(V5+100(20LV5 _

c 75mm
ZAi 150 20 + 100 [20 +100 [20
_ > Ay, 1502010+ 1002070 +10020130 _
Ve = = =6142 mm
Z A, 15020 +100[20 +100[20
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YA
A
yl - 100 _
ol
N
Y
|
20 o
S X
(qV]
\ <
o 3
(qV!
0 >
Y 75 X,
I 150 |
Fig. 3.16.

» e calculeaza momentele de inertie in raport cu axele
centrale Cx si Cy:

3
J, = 1501;20 +15020%1,42% +

+20[100[8,58° +

20100°
12

3
+100P20" 1002058587 =1931904813 mm"
3 3 3
), = 20050° L 100020° | 200000° _ ;e
12 12
3, =0

deoarece figura prezintd simetrie, atunci J;, =J, si J, =J, .
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»razele de inertie se calculeaza tinand seama de
relatiile de definitie

o [3 O[3,
I, =,/— =52.5mm; Iy, =4/ =324mm
A A

Observatia 3.9:
Calculul momentelor de inertie In raport cu un sistem de

axe de coordonate legat de centrul de masda se poate face
folosind relatiile de definitie.

Pentru bare, pléci si corpuri avand forme mai mult sau
mai putin regulate si care se folosesc frecvent in aplicatiile
tehnice, relatiile de calcul sunt date in tabelul 3.3.

Tabelul 3.3. Momente de inertie

FIGURA SI SISTEMUL Axa | MOMENTUL DE INERTIE
DE COORDONATE GEOMETRIC | MECANIC
Linia dreapta N, E M E
3 3
3 2
TS| r M i
12 12
3 3
A I—sinzor Ml—sinza
3 3
Az | 2 2 12
—\3d° +3dl +1 2 z
3( ) MEﬁ +dl + 3 E
Dreptunghi Oz ibhg iMhz
Ay A Y1 12 12
(@)
: v L gh L e
i cl(01) Xy 12 12
x| OX Lphe Lune
0 N 3 3
Oy Lpn Ly
3 3

102



NOTIUNI DE GEOMETRIA MASELOR

Tabelul 3.3: continuare

FIGURA SI SISTEMUL | Axa | MOMENTUL DE INERTIE
DE COORDONATE GEOMETRIC | MECANIC
Triunghi Ox ibhg thz
Ay 12 6
0 >
/ | O R L vn?
36 18
i 02 Lppe L
¢ » X1 4 2
e/ [0\,
D1yl b2 i 34 ps M 3, p3
< b 12 5+ 2k 6b o3+5)
Trapez isoscel Ox h—3(B+3b) Mh? B +3b
I 12 6 B+b
’ Oxx, h® Mh® 3B+b
0 - —(38+Db)
/ : \ 12 6 B+b
< c ».| CX1 | h® B2+4Bb+b? | Mh? B> +4Bb+b?
/ o\ . 36 B+b 18 (B+bf
Oy LB‘t—b4 M(Bz+b2)
48 B-b 24
Cerc o) ' Mr
AY 2 2
OX l4 Mr2
/ . Oy 4 4
NG 5
A A an“ =Mr?
Coroana circulara O E(R4 B r4) M(R2 . rz)
Y 2 2
Ox i M
—(R*-r* —I\R?*+r2
HECERECE
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Tabelul 3.3: continuare

FIGURA SISISTEMUL | Axa | MOMENTUL DE INERTIE
DE COORDONATE GEOMETRIC | MECANIC
Elipsa Ox L[ab?’ sz
y 4 4
IR
° ) Oy T M2
v 4 4
2a
Sector circular Ox 4 2 -
r—(Zor—sin20() Mr EL—szaB
A 8 40 20 0O
o
O 4 2 H
o] - y L (20 +sin2a) M H . Sn2a f
‘v 8 40 200
Segment de cerc Ox ﬁ(z _4sn2a | Mmr’ a_ 2sin2a -sin4a O
Ay 8 3 4 5 6la-snza)
MY o +sin4a)
= 6
a
Oy | 'Ry, _sndg| mr’ 4., 2sn20-snda
80 2 0| 4 F 2a-snz)
Paralelipiped
Pip Ox @(bzﬂz) My +¢?)
b 12 12
A Z
a
i Oy @(cz + az) M(c2 + az)
12 12
¢ (C)O »
Oz @(az + bZ) M(a2 + bz)
e 12 12
X
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Tabelul 3.3: continuare

FIGURA SI SISTEMUL | Axa | MOMENTUL DE INERTIE
DE COORDONATE GEOMETRIC | MECANIC
Cilindru Oz r*h Mr2
2 A1 2 2
c > >
< X M) | M)
| o ren) Y V| 1
-t \ AV 3_. 3y p.2
‘ = > —Tr'h —Mr
¥ — . 2 2
Co»
Cilindru gol
: Dh-) | M)
ZA A1 0z 2 2
x =
\ T[(Rz—rz)h %{2_'_'.2 +h_ZE |
o keseet g ‘ °
7R A ’ M(3R2+3I’2+h2)
12
, PR ek sy T
1 ' 3 (ape_oryz—pt) | M(ar24p2)
A & 2 2
<R3l
Piramida dreptunghiulara Oz abh( , ) M/, )
—\a +b —@ +b
o) | k)
- A anf, 3B Mg, o)
60 4 80
A =y
Ox abh M
—(b*+2h? —(b® +2h?
7 60 ( ) 20( )
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Tabelul 3.3: continuare

FIGURA SI SISTEMUL | Axa | MOMENTUL DE INERTIE

DE COORDONATE GEOMETRIC | MECANIC
Con circular drept
ircular drep Oz LT 3 mr
Z 10 10
y ) A | m h? 3 h?
————— AR e e
r > 20 4 20 4
A
X
Sfera
o © 2rRe 3MR?
Z 5 5

0z 8 R 2MR?
Ox 15 5

Oy x
A
X / A ﬁﬂRs ZMR2
15 5

Sfera goala O 5y
411(R5 —r5) SM R®-r

5 RI-r
.YQ y Oz @(Rs _ rs) EM R®-r°
& | = SR

X Oy
Sector sferic
Z Oz | 2Mape-n) | Mp-n)
N 15 5
Segmentul de sferi Oz M h(20r2 —15rh + 3h2)
A 10(3r - h)
3
i(20r2 -15rh +3n?%)
30
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Partea a doua
STATICA

Asa cum s-a aratat in Capitolul 1, Statica este acea parte a
mecanicii care se ocupa cu studiul sistemelor de forte care-si fac
echilibrul, precum si cu studiul modalitatilor de reducere a
acestor sisteme de forte la sisteme echivalente.

CAPITOLUL 4

MARIMI SI ACTIUNI MECANICE
4.1. PRINCIPIILE MECANICII

Asa cum s-a mentionat si in Capitolul 1, este meritul
incontestabil al matematicianului, fizicianului i astronomului
englez Isaac Newton de afi expus in mod sistematic, in lucrarea
sa "Philosophiae Naturalis Principia Mathematica® ("Principiile
matematice ale filozofiei naturale"), notiunile si principiile
mecanicii clasice — care se constituie azi ca fundament al
obiectului de studiu al mecanicii newtoniene.

Newton a enuntat legile mecanicii sub urmatoarea forma:

Legea I: Orice corp isi pastreaza starea de repaus sau de
miscare in linie dreapta daca nu este constrans de forte
imprimate sa-si schimbe starea.

Legea a ll-a: Variatia miscarii este proportionala cu forta
motoare imprimata §i este dirijata dupa linia dreapta in lungul
careia este imprimatd forta.
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Legea a lll-a: Reactiunea este intotdeauna contrarda si
egala cu actiunea; sau, actiunile reciproce a doua corpuri sunt
intotdeauna egale i dirijate in sensuri contraril.

Evolutia in timp a stiintelor, acumularea sistematicd a
cunostintelor in toate domeniile mecanicii, permite azi,
reformularea legilor mecanicii postulate de Newton, intr-o
acceptiune modernd, conforma celor mai recente descoperiri $i
realizari ale mecanicii, ca ramura a stiintelor naturii, astfel:

Legea I: Exista cel putin un sistem de referinta in raport
cu care un punct material isi pastreaza starea de repaus sau de
miscare rectilinie §i uniforma, daca nu este constrans de forte
imprimate sa-si schimbe starea.

Legea a Il-a: Derivata Tn raport cu timpul a impulsului
unui punct material liber este egala cu forta imprimata
punctului material.

Aceasta lege se scrie

=m—=ma=F (4.1)

in care V reprezinta vectorul viteza a carui marime este
exprimatd in [m/s], a reprezintd vectorul acceleratie a carui
marime este exprimata in [m/s?] iar m reprezintd masa punctului
material exprimata in [kg].

Legea a lll-a: Actiunile reciproce a doua puncte materiale
libere sunt egale in modul, avind ca suport dreapta ce uneste
cele doua puncte si sensurile opuse.

L A C
Principiul  paralelo- E =
gramului: Un punct material
liber actionat simultan de (o =78
doua forte, se misca tot asa 2
Fig. 4.1.
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ca §i cand asupra lui ar actiona o singura forta, avand directia,
sensul si modulul diagonalei paralelogramului care are ca
laturi cele doua forte.

4.2. MODELELE TEORETICE ALE MECANICI|I

In mecanica, procesul de studiu al unui fenomen incepe
printr-o serie de ipoteze si aproximatii simplificatoare asupra
structurii, 1insusirilor, formei si dimensiunilor domeniilor
materiale analizate.

Pentru simplificarea si comoditatea studiului, mecanica
foloseste un numar de concepte, cunoscute sub numele de
modele teoretice. Alegerea corecta a unui model trebuie
dovedita de corespondenta intre rezultatele calculului matematic
si rezultatele obtinute experimental.

In mecanica se folosesc ca modele teoretice:

» punctul material, model care se aplica acelor domenii
materiale ale caror dimensiuni sunt neglijabile in raport cu
distantele dintre ele si a caror forma nu joaca practic nici un rol
in desfagsurarea miscarii. Acest model are ca elemente
caracteristice punctul geometric, ca reprezentant al pozitiei
domeniului material §i masa, ca méarime ce caracterizeaza inertia
domeniului considerat.

» linia materiald, model care se aplica acelor domenii
materiale la care doua dintre dimensiuni, latimea i grosimea,
sunt relativ mici In raport cu lungimea si nu joaca practic nici un
rol in desfasurarea miscarii. Acest model are ca €emente
caracteristice o linie geometrica care poate fi dreaptd sau curba,
ca reprezentant al axei domeniului material si o masa distribuita
pe unitatea de lungime ca marime ce caracterizeaza inertia
domeniului considerat. Liniile materiale pot fi bare daca opun
rezistentd la incovoiere sau fire dacd nu opun rezistenta la
incovoiere.
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» suprafata materiald, model care se aplica acelor
domenii materiale la care una dintre dimensiuni, grosimea, este
relativ mica in raport cu lungimea si latimea si nu joaca practic
nici un rol in desfasurarea miscarii. Acest model are ca elemente
caracteristice o suprafatd geometrica, pland sau curbd, ca
reprezentant al suprafetei mediane a domeniului material si o
masa distribuitd pe unitatea de arie ce caracterizeazd inertia
domeniului considerat. Suprafetele materiale pot fi placi, daca
opun rezistentd la Incovoiere, sau membrane dacd nu opun
rezistenta la incovoiere.

» corpul material, model care se aplicdi domeniilor
materiale la care cele trei dimensiuni, lungimea, latimea si
grosimea, au ordine de marime comparabile. Acest model are ca
elemente caracteristice volumul geometric si o masd distribuita
pe unitatea de volum ca o caracteristica a inertiei domeniului
material considerat. Corpurile materiale pot fi deformabile sau
nedeformabile dupd cum distantele dintre punctele care le
alcatuiesc sunt variabile in timp sau nu. (Corpurile materiale se
numesc solide rigide daca raman nedeformate la actiunile ce tind
sa le schimbe forma).

» mediul continuu sau continuul material, model in care se
considerd cad intregul spatiu ocupat de domeniul material este
umplut cu substanta, desi este bine cunoscutd structura atomica
discontinud a corpurilor.

4.3. LEGATURI MECANICE

Definitia 4.1:

Se numeste legatura mecanica a unui sistem mecanic,
orice restrictie de naturd geometrica impusd sistemului
considerat sau uneia din partile sale componente.

Clasificarea legaturilor mecanice are la baza dublul aspect
geometric (referitor la limitarea mobilitétii, la forma zonei de

110



MARIMI SI ACTIUNI MECANI CE

contact 1n cazul legaturilor prin contact direct) si fizic (referitor
la aparitia fortelor de legatura).

Sedisting:

» din punct de vedere geometric:
v’ legaturi interioare sau exterioare;
v' legaturi unilaterale sau bilaterale;
v’ legaturi discrete sau continue.

» din punct de vederefizic:
v’ legaturi lucii sau aspre;
v' legaturi rigide sau deformabile.

Definitia 4.2:

O legdtura mecanicd se numeste interioara daca restrictiile
de naturd geometricd impuse sistemului mecanic considerat,
limiteaza numai pozitiile reciproce ale partilor sale componente
si nu pozitiile acestuia luat Tn ansamblul sau.

De exemplu, solidul rigid liber considerat ca un sistem de
puncte materiale obligate sd rdmana la distante invariabile unul
de celalalt, este un sistem mecanic cu legaturi interioare.

Definitia 4.3:

O legatura mecanicd se numeste exterioara daca
restrictiile de naturd geometricd impuse sistemului mecanic
considerat, limiteaza pozitiile acestuia in ansamblul sau.

Ca exemplu poate fi considerat sistemul alcatuit dintr-un
numar oarecare de puncte materiale, fiecare dintre ele fiind
obligat sd rdmana in contact cu o suprafata fixa.

Definitia 4.4:

O legatura mecanica se numeste unilaterala daca se pot da
sistemului mecanic considerat anumite deplasari, prin care
partea legatd a acestuia poate parasi legatura.
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De exemplu, pentru un corp rezemat pe un plan exista
deplasari care se pot da corpului considerat astfel Incat acesta sa
se desprinda de pe plan.

Definitia 4.5:

O legatura mecanica se numeste bilaterala daca nu se pot
da sistemului mecanic considerat nici un fel de deplasari, prin
intermediul cdrora partea legatd a acestuia sa poatd parasi
legatura.

Ca exemplu poate fi considerata o culisda care se
deplaseaza pe o tija rigida (nu existd nici o deplasare a culisei
prin care aceasta sa se poatd desprinde de tija).

Definitia 4.6:

O legatura mecanica prin contact direct se numeste
punctuala sau liniara dacd aria suprafetei de contact intre
sistemul mecanic considerat si celdlalt element al legaturii, tinde
catre zero.

Ca exemplu se poate considera o bild sau un cilindru
asezat pe un plan.

Definitia 4.7:

O legatura mecanica prin contact direct se numeste
continud daca realizeaza un contact neintrerupt de-a lungul unei
suprafete sau curbe Intre sistemul mecanic considerat si celalalt
element al legaturii.

Definitia 4.8:

O legatura mecanica se numeste ideala sau lucie daca
fortele cu care legatura actioneaza asupra sistemului mecanic
considerat nu au componente tangentiale (componente situate n
planul tangent la suprafata, cand legatura este o rezemare pe o
suprafatd sau pe tangenta la curba, cand legatura este o rezemare
pe o curba).
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Aceastd denumire este in corespondentd cu faptul ca cele
doua elemente aflate in contact (sistemul mecanic si curba sau
suprafata) nu au asperitati (sunt lucii).

Definitia 4.9:

O legdtura mecanica se numeste aspra daca fortele cu care
legatura actioneazd asupra sistemului mecanic considerat au
componente tangentiale ( numite forfe de frecare).

4.4. ECHILIBRU MECANIC.
GRADE DE LIBERTATE

Definitia 4.10:

Conditiile de echilibru ale unui sistem mecanic oarecare,
sunt relatiile cele mai generale prin care se exprima faptul ca
actiunea tuturor fortelor aplicate sistemului considerat nu
influenteaza starea de miscare rectilinie uniforma sau de repaus
existentd Tnainte de aplicarea lor (se mai spune ca sistemul de
forte aplicate are efect nul asupra sistemului mecanic).

Fortele care actioneazd direct asupra sistemului mecanic
considerat, Se numesc forte active.

Dupa cum se va vedea in capitolele urmatoare, legaturile
mecanice actioneaza asupra sistemelor mecanice printr-0 Serie
de forte, numite forte de legatura Sau reactiuni.

Axioma legaturilor:

Daca un sistem mecanic este supus anumitor restrictii de
naturd geometrica (sistem mecanic supus la legaturi ), acestea se
inlocuiesc prin elemente mecanice (forte si momente) denumite
elemente mecanice de legatura sau reactiuni, si dupa

introducerea carora, sistemul considerat se trateaza ca si cum ar
fi liber.

Ca exemplu pentru ilustrarea acestei axiome poate fi
considerat studiul echilibrului unui punct material greu aflat pe o
masd orizontald. Punctul material este actionat numai de
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greutatea proprie, dirijatd dupa verticala descendenta. S-ar parea
ca principiul inertiei este contrazis, caci el afirma ca starea de
repaus a unui domeniu material nu este posibila decat daca
sistemul de forte care actioneaza punctul este echivalent cu
sistemul mecanic nul. Contradictia este insd numai aparentd,
caci asupra punctului material analizat mai actioneaza si
reactiunea masei, egald si de sens contrar greutdtii punctului,
care alcatuieste impreuna cu aceasta din urma un sistem mecanic
nul.

Sistemele mecanice cu care se lucreazd in mecanica, pot fi
static determinate sau static nedeterminate dupa cum, cu
ajutorul ecuatiilor de echilibru, se pot determina sau nu, toate
fortele de legatura ca functii de fortele exterioare direct aplicate.

Definitia 4.11:

Numarul parametrilor scalari independenti intre ei
(unghiuri sau lungimi) care determind pozitia in spatiu a unui
sistem materia la un moment dat, poarta numele de grade de
libertate ale sistemului considerat

De exemplu, un punct material liber in spatiu are trei grade
de libertate, deoarece pozitia sa este determinatd de trei
parametri scalari independenti — coordonatele sale.

Un continuum material deformabil are o infinitate de
grade de libertate.

4.5. GENERALITATI PRIVIND
ACTIUNILE MECANICE

Definitia 4.12:

Se numeste actiune mecanica orice cauza susceptibila de a
mentine un corp in stare de repaus, de a genera o miscare sau de
adeforma un corp.

Actiunile mecanice sunt de doua categorii:
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»actiuni mecanice la distanta: campul gravita-
tional, campul electromagnetic;

» actiuni mecanice prin contact: legaturile pe o
suprafata.

Definitia4.13:
O forta este o actiune mecanica reprezentatd printr-un
vector legat.

Consideram un sistem mecanic (S) care suporta din partea
unui domeniu material (D) o actiune mecanicd reprezentata

printr-un sistem de n forte, {I_:I}, cu punctele de aplicatie P;
(Figura4.2).

P

7]

Pu Pi

Fig. 4.2.

Global, aceasta actiune se condenseaza intr-un punct O, al
sistemului mecanic, prin doi vectori:

Ro=3F

i (4.2)
Mo =3 OF xF
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Definitia4.14:

Spunem ca actiunea mecanicd a domeniului material (D)
asupra sistemului mecanic (S) este echivalenta in punctul O,
numit punct de reducere, cu un torsor.

ro=(ﬁoﬂo)=ggﬁ,go_ﬂxﬁ§ (4.3)

Observatia 4.1:
Orice actiune mecanicd fiind caracterizatd de un torsor,
poseda toate proprietatile acestuia (vezi Capitolul 2).

4.6. SARCINI: DEFINITII GENERALE

Din punctul de vedere al domeniului de extindere a unui
sistem mecanic cdruia ii este transmisa actiunea altui sistem
mecanic, sarcinile pot fi concentrate (punctuale) sau distribuite
(continue).

Definitia 4.15:

Daca toate dimensiunile regiunii unui sistem mecanic pe
care se transmite sarcina sunt foarte mici, si deci, pot fi neglijate
in raport cu restul dimensiunilor sale, localizarea sarcinii
respective este considerata, prin aproximatie, punctuald si ea
este numita sarcind concentratda sau punctuald.

Definitia 4.16:

Daca cel putin una dintre cele trei dimensiuni ale regiunii
pe care este transmisd sarcina nu poate fi neglijata, sarcina se
numeste distribuita sau continua ea fiind considerata in acest
caz cafiind transmisa in mod neintrerupt regiunii respective.

Distributia de sarcind poate fi liniard, superficiala sau
volumica, dupa cum dimensiunile care pot fi neglijate sunt doua,
una, respectiv nici una.

Sarcinile distribuite alcatuiesc un camp vectorial in
interiorul domeniului de transmitere alor.
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Reprezentarea si notarea sarcinilor concentrate i

distribuite se realizeaza in modul urmétor:

» fortele concentrate se reprezintda prin vectori
finiti;

» cuplurile concentrate se reprezinta prin vectorii
moment respectivi, care sunt, de asemenea, finiti;

» fortele distribuite: forta infinit mica are valoarea
pdl, pds sau pdv dupa cum actioneaza asupra elementului de

lungime dl a liniel L, elementului de arie ds al suprafetei S sau
elementului de volum dv al corpului V si in care peste un
vector finit (Figura4.3).

» cuplurile distribuite: momentul infinit mic are
valoarea mdl, mds sau mdv dupa cum actioneaza asupra
elementului de lungime dl a liniei L, elementului de arie ds d
suprafetei S sau elementului de volum dv al corpului V si in care
m este un vector finit (Figura4.3).

odl S

dl
ds

Fig. 4.3.

Observatia 4.2:
Vectorii p si M sunt functii continue pentru punctul in

jurul céruia s-a separat elementul de lungime, de suprafatd sau
de volum. Daca ei sunt constanti, adicd nu depind de pozitia in
spatiu a elementului considerat, sarcinile respective se numesc
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uniform distribuite sau uniform repartizate.

Vectorii rezultanti F si M care actioneazi asupra unei
portiuni finite de linie, suprafatd sau volum se obtin prin
integrare:

I_::{T)dl; M :{mdl;

F

J’|T)ds; M = J'mds; (4.4)

E

1
<y

pdv; M = J'mdv;
V

In scrierea ecuatiilor de echilibru, sarcinile distribuite pot
fi Tnlocuite Tn anumite cazuri prin sarcinile concentrate
echivalente (sarcini punctuale care au acelasi efect ca si sarcina
distribuitd Inlocuitd) si care sunt componentele torsorului de
reducere ale sarcinii distribuite.

In cazul sarcinilor distribuite liniar si superficial cand
curba, respectiv suprafata, sunt o dreapta, respectiv un plan si
intensitatea P a sarcinii pastreazd o directie fixa normalad pe
dreaptd sau plan, se obisnuieste urmatoarea reprezentare
sugestiva: se figureaza vectorii pdl sau pds cu varfurile n
punctele situate pe corpul respectiv; originile acestor vectori se
dispun atunci dupa o curbd plana (sau portiuni de curbe plane),
respectiv dupd o suprafatd oarecare (sau portiuni de suprafatd)
denumite curba de incarcare sau suprafata de incarcare.

In continuare, se prezinta doua cazuri particulare de
incdrcari cu sarcini continue:

» forte coplanare, distribuite liniar

In Figura 4.4 se considera linia AB avand lungimea
L. Sarcina care revine unei portiuni de lungime infinit mica este
pdl .
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Ay
pdl
a A\__// \\
L [e
b
' X
A di-» | B
l—— | —»
dl- E —
v F
< L >
Fig. 4.4.

Sistemul de forte paralele format, se reduce la o rezultanta
unica (sarcina concentrata echivalentd) avand valoarea

F= _L[Todl (4.5)

Cum modulul vectorului p este numeric egal cu ordonata
liniei de incarcare ab, atunci rezulta

p=-pi=-yj (4.6)

si deci,

L
F=-j [yd = -Aj (4.7)
0
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in care, A reprezintd aria suprafetei ABab.

Se poate spune, deci, ca modulul sarcinii echivalente este
egal cu aria suprafetei de Incarcare.

Pozitia sarcinii echivalente (axa centrald) se determind cu
relatia

g=3 _=Tc -y, (4.8)

C fiind punctul sau de aplicatie si reprezentand centrul de masa
al suprafetei ABab.

In Figura 4.5 sunt prezentate cateva cazuri particulare de
sarcini distribuite liniar.

INRRRRARRRNI

P
A A 4 l
—L/2—>
Y pL \VleZ

- p [

sarcina uniform distribuita sarcind distribuita triunghiular

N

[sn]
<7p24>{

2 T /mﬂ l
o YYYVYVYVYVYVIVY YVYYy
b oA A B
(p+2p2)(prtp2)L/3 «—3L/4—>
tp)L/2 VW \ 4
(ps*p2) L3

le———— | ————» le———— | —————»

sarcina distribuita trapezoidal sarcini distribuita parabolic

Fig. 4.5.
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» forte distribuite perpendicular pe
suprafete plane

In Figura 4.6 se considera o suprafati plani, avand aria S.
Sarcina distribuita care revine portiunii de suprafatd infinit mica
este pds.

Sistemul de forte paralele format, se reduce la o rezultanta
unica (sarcina concentrata echivalentd) avand valoarea

F= ITods (4.9)

Cum modulul vectorului p este numeric egal cu cotele
suprafetei de incarcare, atunci rezulta

(4.10)
si deci,
F=-k J’zds =-Vk (4.12)
S

in care, V reprezintd volumul determinat de suprafata de
incarcare.

Se poate spune, deci, cd modulul sarcinii echivalente este
egal cu volumul determinat de suprafata de incarcare.

121



CURS DE MECANICA PENTRU INGINERI

Pozitia sarcinii echivalente (axa centrald) se determind cu
relatia

Xpds ypds
zzl—:%:xc, :l—:—‘?:yc (4.12)

d d

[P [P

C fiind punctul sau de aplicatie si reprezentand centrul de masa
al volumului determinat de suprafata de incércare.
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CAPITOLUL 5
STATICA PUNCTULUI MATERIAL

Asa cum s-a vazut in capitolele anterioare, mecanica
utilizeaza, ca instrumente de lucru, modele schematizate care
retin numai caracteristicile esentiale ale domeniilor materiale pe
care le descriu si care le fac proprii pentru calculul matematic.

Un prim model teoretic, frecvent utilizat, este cel a
punctului material, M, model care se aplica acelor domenii
materiale ale caror dimensiuni sunt neglijabile in raport cu
distantele dintre ele si a caror forma nu joaca practic nici un rol
in desfasurarea miscarii. Acest model are ca elemente caracte-
ristice punctul geometric, ca reprezentant al pozitiei domeniului
material §1 masa, ca marime ce caracterizeaza inertia domeniului
considerat.

Este stiut faptul ca, pentru a defini complet pozitia unui
punct material, M, trebuie cunoscut numarul gradelor de
libertate.

Din punctul de vedere al pozitiei pe care o poate ocupa in
spatiu, punctul material este:

» liber (cand poate ocupa orice pozitie in spatiu);

» supus la legaturi (cand este obligat sa respecte anumite
restrictii geometrice).

Dimensiunile punctului material, M, fiind neglijabile,
fortele care actioneaza asupra lui se constituie in sisteme de
vectori legati avand dreptele suport concurente in punctul
material (ceea ce se traduce prin faptul ca punctele de aplicatie
ale fortelor coincid cu punctul material considerat i nu pot fi
schimbate).

Problemele privind statica punctului material liber sunt de
mai multe categorii, dupa cum urmeaza:

» se considera cunoscute fortele care actioneaza asupra
punctului material si se cere sa se determine pozitia de echilibru
a acestuia. Necunoscutele problemel sunt, Th acest caz,
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coordonatele care definesc pozitia punctului material in spatiu,
date Tn raport cu diferite sisteme de referintd (de exemplu,
coordonatele x, y, z in raport cu sistemul cartezian triortogonal).

» se considera cunoscuta pozitia de echilibru a punctului
material §i se cere sd se determine fortele care trebuie sa
actioneze asupra acestuia pentru ca pozitia de echilibru sa nu se
modifice. Necunoscutele problemei sunt, in acest caz, marimile
si directiile fortelor.

Observatia 5.1:

Problemele din aceasta categorie prezintd, in general,
nedetermindri pentru a caror inldturare este necesara precizarea
anumitor conditii pe care trebuie sa le indeplineasca fortele.

» se cunosc unele din caracteristicile fortelor care
actioneaza asupra punctului material si ale pozitiei de echilibru a
acestuia si se cere sa se determine celelalte caracteristici.

5.1. STATICA PUNCTULUI MATERIAL LIBER

Definitia 5.1:

Se numeste punct material liber, punctul care, sub
actiunea unui sistem de forte, poate ocupa orice pozitie in
spatiu.

Un punct material liber in spatiu, are trei grade de
libertate.

Pozitia unui punct
material liber este complet
definita cu ajutorul a trei

o M(xy.2) parametri scalari indepen-
denti, care sunt cele trei
coordonate ae punctului
material in spatiu, date in
A raport cu diferite sisteme de
coordonate (de exemplu,
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coordonatele X, y, z in raport cu sistemul cartezian triortogonal,
Figura5.1).

Dacéd se considerd un punct material, M, asupra caruia
actioneaza un sistem de forte concurente se poate observa ca, in
conformitate cu principiul paralelogramului, acest sistem de
forte poate fi inlocuit cu o rezultantda unica. Ma mult,
corespunzdtor principiului inertiei, un punct material liber este
in echilibru (isi pastreaza nemodificatd starea de repaus sau de
migcare rectilinie uniforma) daca asupra lui nu actioneaza nici o
forta care sa-1 scoatd din aceasta stare.

Rezulta conditia necesara si suficientd pentru ca un punct
material liber sa fie in echilibru sub actiunea unui sistem de
forte concurente: rezultanta sistemului de forte sa fie nula.

Conditia de echilibru se scrie sub forma unei ecuatii
vectoriale

§:ZE:0 (5.1)
care este echivalentd cu sistemul de trei ecuatii scalare
RX:Zin:O; Ry:ZFyi:O; RZ:Zin:O (5.2

Conditia grafica necesara si suficientd pentru ca un punct
material sd fie in echilibru sub actiunea unui sistem de forte
concurente este ca poligonul fortelor sa fie un poligon inchis.

5.2. STATICA PUNCTULUI MATERIAL
SUPUS LA LEGATURI

5.2.1. Legaturile punctului material

Definitia 5.2:
Se numeste punct material supus la legaturi, punctul care,
sub actiunea unui sistem de forte, este obligat sa ocupe anumite
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pozitii in spatiu.

g vyt

pozitiillor pe care

un punct material

le ppate ocupa in a) b) @ 0)
spatiu, dar o 7,
importantd deose-

bitd o prezinta, -
pentru  aplicatiile %) @w .
tehnice, aceleacare A\\\\\\Q\\\\\\

impun  punctului
material obligatia Fig. 5.2.

de a nu parasi o

suprafata fixa, o curba fixa sau un punct fix (Figura 5.2).

Evident, punctul material supus la legaturi are un numar
ma mic de grade de libertate, ca urmare a introducerii
restrictiilor geometrice.

Un punct material obligat sa ramand pe o suprafatd
materiald, pland sau curba, are doud grade de libertate, pozitia sa
fiind complet definitd cu ajutorul a doi parametri scalari
independenti, care sunt cele doud coordonate curbilinii ale
punctului material pe suprafata consideratd, date in raport cu
diferite sisteme de coordonate.

Un punct material obligat sa ramand pe o curba materiala,
plana sau curba, are un grad de libertate, pozitia sa fiind complet
definitd cu ajutorul unui parametru scalar independent, care este
coordonata punctului material pe curba consideratd, datd in
raport cu diferite sisteme de coordonate.

Un punct material obligat sa ramana intr-un punct fix in
spatiu, nu are nici un grad de libertate.

Se considera un punct material M aflat pe o suprafatd [S]

si actionat de forte a caror rezultantd este R (Figura 5.3). Ca
urmare a existentei legaturilor care se exercitd asupra punctului
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material, obligandu-1 sa ramana pe suprafata [S], nu mai este
valabild aceeasi conditie de echilibru ca Tn cazul punctului
material liber.

Pentru a rezolva
problema  echilibrului
punctului material supus
la legaturi, este necesar
sd se tind seama de
axioma legaturilor care
postuleaza ca orice lega-
tura poate fi suprimata
si Inlocuitd cu elemente
corespunzatoare (forte §i
momente) §i care con-
serva efectul mecanic Fig. 5.3.
manifestat asupra punc-
tului material. In cazul punctului material considerat, legitura se

inlocuieste cu reactiunea R'.

Rezulta conditia necesara si suficientd pentru ca un punct
material supus la legaturi sa fie in echilibru sub actiunea unui
sistem de forte concurente: rezultanta sistemului de forte
aplicate si a fortei de legatura sa fie nula.

Conditia de echilibru se scrie sub forma unei ecuatii
vectoriale

R+R'=0 (5.3)
care este echivalenta cu sistemul de trei ecuatii scalare
R,+R, =0, R, +R,0;, R,+R,=0 (5.4)

Conditia grafica necesara si suficientd pentru ca un punct
material supus la legdturi sa fie in echilibru sub actiunea unui
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sistem de forte concurente este ca rezultanta sistemului de forte
aplicate, R, si forta de legatura, R’', sa fie egale in modul si sa
aiba sensuri opuse.

5.2.2. Echilibrul punctului material supusla
legaturi fara frecare

5.2.2.1. Punct material rezemat pe o suprafatd lucie

In Figura 5.3 s-a considerat un punct material, M, rezemat
pe suprafata [S], si actionat de forte exterioare a caror rezultanta

este R. Ca urmare a existentei legaturii care obligia punctul
material sa ramana pe suprafata [S] consideratd lucie, fixa si
nedeformabild, a fost introdusa — in baza axiomei legaturilor —

reactiunea R', egali in modul si opusi ca sens rezultantei R .

Rezultanta R se descompune in componenta normald R
dirijatd dupd directia normalei, n, la suprafata [S] in punctul M,
si in componenta tangentiali R, dirijatd dupa dreapta A care
rezultd din intersectia planului [P], tangent la suprafata [S] in
punctul M, cu planul determinat de normala n si rezultanta R .

In mod corespunzitor, reactiunea R' se descompune, dupa
aceleasi directii, in reactiunea normala N si, respectiv, in forta
defrecare T .

Avand 1n vedere cd punctul material M rdmane pe
suprafata [S], se poate spune cd actiunea rezultantei normale

R, care tinde sd indeparteze punctul material de pe suprafata
[S], este anulatd de reactiunea normald N, deci cele doua forte

sunt egale in modul si de sensuri opuse. Pe de alta parte,
suprafata [S] fiind consideratda lucie, fard frecare, reactiunea
tangentiala T, nu poate sa apara si deci, punctul material M este
supus numai actiunii rezultantei tangentiale R,. Pentru
asigurarea echilibrului  punctului material pe suprafata

consideratd, trebuie indeplinita conditia R; =0.
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Analizand cele prezentate anterior, se poate spune ca,
pentru ca un punct material sd ramana in echilibru pe o suprafata

lucie, este necesar carezultanta, R, a fortelor date sa fie dirijata
dupa directia normalei, n, la suprafata de sprijin.

In cazul punctului material rezemat fira frecare pe o
suprafatd [S] conditia de echilibru data de relatia (5.3) se scrie

R+N=0 (5.5)
care este echivalentd cu sistemul de trei ecuatii scalare
R,*+N, =0 R, +N, =0, R,+N,=0 (5.6)

Daca se tine seama de faptul ca suprafata [S] poate fi
exprimata prin ecuatia carteziana implicita f(x, Y, Z) =0, atunci
relatiile (5.5) si1 (5.6) se scriu

ﬁ+A%T+ﬂ]+ﬁEE:o (5.7)
X 0y 0z
respectiv
RX+)\E:O
o
R,+A—=0 5.8
Ay (5.8)
RZ+)\ﬂ:O
0z

Daca, pe langa relatiile (5.8) se cunoaste si ecuatia
suprafetei, f(x,y,z)=0, se pot determina necunoscutele, x,y,z
si A, dintre care, primele trei definesc pozitia de echilibru a
punctului pe suprafatd, iar A determind valoarea si sensul
reactiunii normale N .
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Observatia 5.2:
Se aminteste ca reactiunea normald a unei suprafete data

prin ecuatia f(x,y,z):O se poate exprima prin relatia

N=AOf =A fi_+ﬂ]+gi unde A este un parametru
X 0y 0z

scalar, iar Of =grad f este vectorul care defineste directia

normalei n la suprafata [S] data.

5.2.2.2. Punct material rezemat pe o curba lucie

In Figura5.4. s-a considerat un punct material, M, rezemat
pe curba [C], si actionat de forte a ciror rezultanti este R. Ca
urmare a existentei legdturii care obligd punctul material sa
ramana pe curba [C] considerata lucie, fixa si nedeformabila, a
fost introdusd — in baza axiomei legaturilor — reactiunea R',
egald in modul si opusi ca sensrezultantei R .

Rezultanta R se descompune in componenta normald R

dirijata dupd directia normalei, n, care rezultd din intersectia
planului [P], normal la curba [C] Tn punctul M cu planul
determinat de
tangenta in M la
curba si rezultanta

R si in compo-
nenta tangentiald
R, dirijatd dupa
dreapta A tangenta
la curba in punctul
M.

fn mod corespun-
zator, reactiunea
R' se descompune,
dupa aceleasi
directii,
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in reactiunea normald N si, respectiv, in forta de frecare T .
Avand 1n vedere ca punctul material M ramane pe curba

[C], se poate spune ci actiunea rezultantei normale R, , care
tinde sa indeparteze punctul material de pe curba, este anulata de

reactiunea normald N, deci cele doui forte sunt egale in modul
si de sensuri opuse. Pe de alta parte, curba [C] fiind considerata

lucie, fara frecare, reactiunea tangentiald T, nu poate si apara si
deci, punctul material M este supus numai actiunii rezultantei
tangentiale R,. Pentru asigurarea echilibrului punctului
material pe curba consideratd, trebuie indeplinitd conditia
+ =0.
Analizand cele prezentate anterior, se poate spune ca,
pentru ca un punct material sd rdmand in echilibru pe o curba

lucie, este necesar carezultanta, R, a fortelor date sa fie dirijata
dupa directia normalei, n, la curbd, n punctul de sprijin.

In cazul punctului material rezemat fara frecare pe o curba
[C], conditia de echilibru data de relatia (5.3) se scrie

R+N=0 (5.9)
care este echivalenta cu sistemul de trei ecuatii scalare

R,+N,=0; R,+N, =0, R,+N,=0 (5.10)

Daci se tine seama de consideratia potrivit cdreia curba
[C] poate fi exprimatd prin ecuatiile carteziene implicite
f,(x,y,z)=0si f,(x,y,z)=0, atunci relatiile (5.9) si (5.10) se
scriu

R+A E’% +"f_1 +_1kE+A2E)L|+ j+ k% o (.11

respectiv

131



CURS DE MECANICA PENTRU INGINERI

of of,,

R, +)\1_1+)\2_:
0X 0X
ﬂ+)\zaf—2 =0 (5.12)
oy ay
+)\1ﬂ+)\26f_2:
0z 0z

R, +A,

y

R

z

Daca, pe langa relatiile (5.8) se cunosc si ecuatiile curbei,
f,(x,y,z)=0si f,(x,y,z)=0, se pot determina necunoscutele,
X,Y,Z si A1, Ay, dintre care, primele trei definesc pozitia de
echilibru a punctului pe curba iar A1, A,, determind valoarea si
sensul reactiunii normale N.

5.2.2.3. Punct materia fixat Tntr-un punct

Un punct material care nu poate parasi un anumit punct fix
din spatiu ramane in echilibru oricare ar fi fortele care-l

actioneaza, reactiunea R' fiind egala in modul si de sens opus

rezultantei sistemului de forte date, R .

Conditia de echilibru se scrie sub forma unei ecuatii
vectoriale

R+R'=0 (5.13)
care este echivalenta cu sistemul de trei ecuatii scalare
R, +R, =0 Ry+R'yO; R,+R, =0 (5.14)

5.2.3.Echilibrul punctului material supusla
legaturi cu frecare

5.2.3.1. Forta de frecare de alunecare.
Legile lui Coulomb

Repetate experimente, desfasurate in diferite situatii, arata
ca in cazul unui punct material obligat sd rdmana pe o curba sau
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o suprafatd aspra (cu rugozitate), reactiunea R' are doua

componente (vezi Figura 5.5): reactiunea normald N, dirijati
dupa directia normalei la suprafata sau curba consideratd si
reactiunea tangentialda T, numitd fortd de frecare si dirijata
dupa directia tangentei la suprafata sau curba consideratd, in
sens invers tendintei de deplasare, aplicata in punctul de sprijin
a punctului material pe acestea.

Forta de frecare poate fi pusd in evidentd de urmatoarea
experientd (Figura 5.5).

y

a) b)

Fig. 5.5.

Se considera un corp material de dimensiuni neglijabile,
deci echivalent unui punct material, asezat pe o suprafatd

orizontala aspr si actionat de greutatea proprie, G .
Cat timp punctul material rfdmane in repaus pe suprafata
consideratd, forta de legatura este reprezentata prin reactiunea

normald N (Figura5.5.a).
Asupra punctului material se actioneazd cu o forta

orizontald F a carei marime poate fi variatd continuu prin
intermediul unui tribometru. Pe masurd ce experimentul se
desfasoara, se constata ca, pana la o anumitd valoare a marimii

fortei F, numiti valoare de echilibru si notati F,, punctul
material nu se pune In miscare. Aceasta demonstreaza ca pe
suprafata de contact apare o fortd T, de sens contrar tendintei
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firesti de deplasare a punctului material §i care echilibreaza
actiunea fortei de tractiune F. Cu alte cuvinte, in aceastd
situatie, reactiunea nu mai este normala la suprafata de contact,
ci este inclinatd cu un anumit unghi, y, in raport cu directia
normalei.

Ca atare, reactiunea R'are doud componente:

> reactiunea normala N, dirijatd dupa directia normalei
la suprafata orizontala considerata;

> reactiunea tangentiald T, numitd fortd de frecare de
alunecare si caracterizata ca vector, astfel:

* marimea este datad de relatia

T < Nga (5.15)
in care a =y,, reprezintd valoarea maxima a unghiului de

inclinare, y;

* directia corespunde tendintei firesti de
deplasare a punctului material (in planul tangent la suprafata in
punctul de contact);

e sensul este invers sensului deplasarii;

e punctul de aplicatie este Situat Tn punctul
de contact al punctului material cu suprafata.

Cercetarile experimentale efectuate de fizicianul francez
Coulomb, au pus in evidenta caracteristicile frecarii si au condus
la formularea legilor frecarii de alunecare, cunoscute sub
numele de legile lui Coulomb:

1. Forta de frecare de alunecare este direct proporti-
onala cu reactiunea normala

T <pN (5.16)

In relatia (5.16), coeficientul de proportionalitate, [, Se
numeste coeficient de frecare de alunecare.
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El este o marime adimensionala care depinde de natura si
de starea suprafetelor aflate in contact, asa cum se ilustreaza in

Tabelul 5.1.

Tabelul 5.1. Valorile coeficientului de frecare de alunecare

(paralel cu fibra)

material coeficient defrecare
frecare statica frecare de alunecare
uscata umeda uscata umeda
Otel dur pe otel 0,78 0,23 (b) 0,42 0,081 (c)
dur 0,11 (d) 0,084 (d)
Otel dur pe 0,21 0,09 () - -
grafit
Otel dur pe 0,42 0,17 (b) 0,35 0,14 (b)
babbit 0,09 (d) 0,065 (c)
0,07 (d)
Cupru pe otel 0,53 - 0,36 -
netratat
Aluminiu pe 2,05 - 14 -
aluminiu
Fonta pe fonta 1,10 - 0,15 0,07 (d)
Otel netratat pe - 0,183 (c) 0,23 0,133 (e)
fonta
Lemn pe lemn 0,62 - 0,48 0,164 (g)

0,067 (h)

Fonta pe lemn

049 | 0,075 ()

(@) acid oleic; (b) ulei mineral usor; (¢) untdelemn;
(d) valvolina; (e) ulei mineral mediu; (f) ulei de masline;
(g) sapun uscat; (h) unsoare.

Observatia 5.3:
In conformitate cu prima lege formulati de Coulomb, forta
de frecare de alunecare este diferita in cele doud cazuri
prezentate in Figura 5.6, fiind ma mare in cazul corpurilor

suprapuse.
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N2
TNl
— F — F
3 — 3 —
— G2 R
a) G1 b) G

Fig. 5.6.
2. Forta de frecare de alunecare depinde de natura si
starea suprafetelor in contact.

3. Forta de frecare de alunecare nu depinde de viteza
relativa de deplasare a celor doua corpuri in contact si nici
de marimea suprafetei de contact.

Observatia 5.4:

In conformitate cu a treia lege formulati de Coulomb,
forta de frecare de alunecare este aceeasi, indiferent de modul in
care este asezat un corp material pe o suprafatd asprd (pe
suprafata de dimensiune mai mare sau pe cea mai mica) asa cum
se ilustreaza in Figura 5.7.

A
A

TN AN
— F — [
G

a Yo b)

Fig. 5.7.
Ceea ce difera de la un mod de asezare la altul, este
presiunea specifica, adicd raportul dintre greutatea corpului
material si aria suprafetei de asezare.
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Analizand relatiile (5.15) si (5.16) la egalitate, deci pentru
cazul in care se realizeaza unghiul maxim de inclinare, o, se
obtine

R
too =— = 5.17
g =3 =K (5.17)

ceea ce exprima faptul cd unghiul maxim de inclinare al
reactiunii R' fati de normala la suprafata de asezare in punctul
de contact, este acel unghi a carui tangentd este egala cu
coeficientul de frecare si se numeste unghi de frecare.

Situatia pentru care forta de frecare atinge valoarea sa
maxima §i care corespunde unghiului de frecare o, se numeste
echilibru la limita de alunecare, in timp ce pentru 0 marime a
fortei de frecare determinatd de valori ale unghiului de inclinare
al reactiunii R'cuprinse in intervalul (0, a), se vorbeste despre
echilibru sub limita de alunecare.

Cercetdrile ulterioare, care au dezvoltat experimentele lui
Coulomb, au aratat ca legile frecarii stabilite de acesta sunt
aproximative si nu sunt verificate de practicd in anumite situatii,
el explicand aparitia fortei de frecare de alunecare prin existenta
la suprafata corpurilor in contact a unor asperitdti care se
intrepatrund si care sunt deteriorate de actiunea fortei de frecare,
atunci cand unul din corpuri se pune in migcare.

Adtfel:

a) coeficientul de frecare de alunecare scade cu cresterea
vitezel de deplasare;

b) wvariatia fortei de frecare de alunecare nu mai este
liniard in raport cu reactiunea normala N pentru valori mari ale
acesteia din urma (s-a dovedit experimental cd, la asemenea
valori, coeficientul de frecare nu mai este constant, ci variaza
lent cu cresterea reactiunii normale N );

c) marimea fortei de frecare de alunecare creste daca
scade rugozitatea suprafetelor aflate in contact, deoarece cresc
fortele de coeziune intermoleculara (influenta fortelor de
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coeziune intermoleculara se manifestd dacd distanta dintre
suprafetele de contact este sub 10° mm);

d) marimea fortei de frecare de alunecare scade daca intre
suprafetele aflate In contact se introduce lubrifiant.

O scurta analizd a valorilor coeficientilor de frecare
prezentate In Tabelul 5.1. ilustreazd toate aceste observatii
impuse de practica exploatarii corpurilor materiale aflate in
contact si in migcare relativa unele 1n raport cu altele.

5.2.3.2. Punct material rezemat pe o suprafata aspra

In Figura 5.3 s-a considerat un punct material, M, rezemat
pe suprafata [S], si actionat de forte a ciror rezultanti este R.
Ca urmare a existentei legaturii care obligd punctul material sa
ramana pe suprafata [S] consideratd aspra, fixa si nedeformabila,
a fost introdusd — in baza axiomei legdturilor — reactiunea R',
egald in modul si opusi ca sens rezultantei R .

Rezultanta R se descompune in componenta normala R
dirijata dupd directia normalei, n, la suprafata [S] in punctul M,
si in componenta tangentiali R, dirijatd dupa dreapta A care
rezultd din intersectia planului [P], tangent la suprafata [S] in
punctul M, cu planul determinat de normala n si rezultanta R .

In mod corespunzitor, reactiunea R' se descompune, dupa
aceleasi directii, in reactiunea normala N si, respectiv, in forta
defrecare T.

Avand 1n vedere cd punctul material M rdmane pe
suprafata [S], se poate spune cd actiunea rezultantei normale

R, care tinde sd indeparteze punctul material de pe suprafata
[S], este anulatd de reactiunea normald N, deci cele doua forte

sunt egale in modul si de sensuri opuse. Pe de alta parte,
suprafata [S] fiind consideratd aspra, cu frecare, reactiunea

tangentiald T, 151 manifestd actiunea si deci, punctul material M
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este supus atat actiunii rezultantei tangentiale R, cat si actiunii
fortei de frecare T. Pentru asigurarea echilibrului punctului
material pe suprafata consideratd, trebuie indeplinitd conditia
R, +T=0.

In cazul punctului material rezemat cu frecare pe o
suprafatad [S] conditia de echilibru data de relatia (5.3) se scrie

R+N+T=0 (5.18)
care este echivalentd cu sistemul de trei ecuatii scalare

R, +N +T, =0
R, +N,+T, =0; (5.19)
R,+N,+T,=0

In cazul suprafetelor aspre, trebuie si se tind seama de
restrictia T < PN impusd de prima dintre legile formulate de
Coulomb.

Andizand Figura 5.8, se poate interpreta aspectul
geometric al frecarii de alunecare a unui punct material pe o
suprafatd aspra.

Pentru ca punctul material sa se gadseascd in echilibru pe
suprafata aspra consideratd, este necesar si suficient ca unghiul
de inclinare al reactiunii R' fati de normala la suprafata de
asezare in punctul de contact, y, sd fie mai mic sau cel mult egal
cu unghiul de frecare, a

y<a (5.20)

Semnul ,ma mic” corespunde echilibrului punctului
material sub limita de alunecare, iar semnul ,,egal” corespunde
echilibrului punctului material lalimita de alunecare.

Se poate conchide ca, un punct material se afla in echilibru

pe o suprafatd aspra, daca si numai daca reactiunea R'
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Fig. 5.8.

are dreapta suport continutd in interiorul unui con avand varful
in punctul material, axa identicd cu directia normalei la
suprafatd in punctul material considerat si valoarea unghiului la
varf egald cu dublul valorii unghiului de frecare. Acest con,
poartd numele de con de frecare.

Observatia 5.5:
In cazul rezemadrii punctului material pe o suprafatd aspra,

ege v,

tangent la suprafata consideratd. Acest fapt face ca forta de

frecare T sa introducd, in general, doud necunoscute in
problemele de echilibru (marimea si directia sa in planul
tangent). Tot ca necunoscute apar cel doi parametri care dau
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pozitia punctului material pe suprafatd si marimea reactiunii
normae, N. Avand in vedere ecuatiile de echilibru, la care se
atageaza conditia ca punctul material sd nu paraseasca legatura si
relatia suplimentara introdusd de prima lege formulata de
Coulomb, se poate spune ca problemele de echilibru ale
punctului material pe o suprafata aspra sunt, in general,
nedeterminate, fiind posibila o dubla infinitate de solutii. Pentru
ridicarea acestei nedeterminari, In problemele practice se impun

rezultantei R a fortelor date care actioneazi asupra punctului
material, conditii suplimentare si se studiaza echilibrul punctului
material la limitad (T =pN). Din solutia astfel gasitd, se deduc

apoi, solutiile corespunzitoare echilibrului sub limita de
alunecare (T <puN).

5.2.3.3. Punct material rezemat pe o curba aspra

In Figura 5.4. s-a considerat un punct material, M, rezemat pe

curba [C], si actionat de forte date, a ciror rezultanti este R . Ca
urmare a existentei legdturii care obligd punctul material sa
ramana pe curba [C] considerata aspra, fixa si nedeformabila, a

fost introdusd — 1n baza axiomei legaturilor - reactiunea R',
egala In modul si opusa ca sens rezultantei R .
Rezultanta R se descompune in componenta normala R

dirijatd dupa directia normalei, n, care rezultd din intersectia
planului [P], normal la curba [C] Tn punctul M cu planul
determinat de tangenta in M la curba si rezultanta R si in
componenta tangentiali R, dirijati dupa dreapta A tangenti la
curba in punctul M.

In mod corespunzitor, reactiunea R' se descompune, dupa
aceleasi directii, in reactiunea normala N si, respectiv, in forta
defrecare T.

Avand in vedere cd punctul material M rdmane pe curba

[C], se poate spune ci actiunea rezultantei normale R, care
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tinde sa indeparteze punctul material de pe curba, este anulata de

reactiunea normald N, deci cele doui forte sunt egale in modul
si de sensuri opuse. Pe de alta parte, curba [C] fiind considerata

aspra, cu frecare, reactiunea tangentiald T, 1si manifesta
actiunea si deci, punctul material M este supus atat actiunii

rezultantei tangentiale R cat si actiunii fortei de frecare, T .
Pentru asigurarea echilibrului punctului material pe curba
considerati, trebuie indeplinita conditia R, +T =0.
In cazul punctului material rezemat cu frecare pe o curba
[C], conditia de echilibru data de relatia (5.3) se scrie

R+N+T=0 (5.21)
care este echivalenta cu trei ecuatii scalare

R, +N, +T, =0;
R, +N,+T, =0, (5.22)
R,+N,+T,=0

In cazul curbelor aspre, trebuie si se tini seama de
restrictia T < PN impusa de prima dintre legile formulate de
Coulomb.

Anadlizand Figura 5.9, se poate interpreta aspectul
geometric al frecarii de alunecare a unui punct material pe o
curba aspra.

Pentru ca punctul material sd se gaseasca in echilibru pe
curba asprad considerata, este necesar si suficient ca unghiul de
inclinare al reactiunii R' fatd de tangenta la curba in punctul de
contact, y, sa fie mai mare sau cel putin egal cu M/2-a, a
reprezentand val oarea unghiului de frecare

y=21/2-a (5.23)

Semnul ,ma mare” corespunde echilibrului punctului
material sub limita de alunecare, iar semnul ,,egal” corespunde
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echilibrului punctului material lalimita de alunecare.

Con defrecare

Fig. 5.9.

Se poate conchide ca, un punct material se afla in echilibru

pe o curba aspra, dacd si numai daci reactiunea R' are dreapta
suport situata in afara unui con avand varful in punctul material,
axa identicd cu directia tangentei la curbd in punctul material
considerat si valoarea unghiului la varf egald cu dublul valorii
T/ 2 -0 . Acest con, poarta numele de con de frecare.

APLICATII

1. Enunt
In figura, este reprezentatd asamblarea unui guseu cu trei
profile laminate care sunt solicitate de catre fortele axiale

F,,F,,F, concurente in punctul O.
Cunoscénd F, =2000daN, F, =3000daN, F, =2500daN, se
cere sd se determine marimea $i orientarea rezultantei fortelor.
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Rezolvare

Se determina proiectiile rezultantei R pe axele sistemului

cartezian de coordonate, utilizand relatiile
3

R, =) F, :—Flcosl[+ F cos ™t

& 4 6

3 . TT T
R, = 2 Ry :—Flsmz+l:2 —Fssmg

Inlocuind valorile numerice si efectuand calculele, se
obtine

R, = —2000cos£[ + 2500cosg =751 daN

R, = —200051in’zT +3000- 25005in1—6T =336 daN

Mirimea rezultantei R  este dati de relatia

R=,R: +R} siare valoareca R =822 daN.

144



STATICA PUNCTULUI MATERIAL

_ R
Orientarearezultantei R este dati de relatia tga = R—y iar
X

valoarea unghiului este de aproximativ o [124°.

2. Enunt

Un punct material avand greutatea G este legat cu ajutorul
a trel arcuri cu constantele elastice ki, ko respectiv ks, de trel
puncte A(X1, Y1, Z1), B(X2, Y2, Z2) respectiv C(xs, Y3, Z3). Se cere
sa se determine coordonatele X, y, z ale punctului material M
pentru pozitia sa de echilibru.

z A
.B (Xz, Yo, 22)
C(Xa, Y, Z3) ke

q
Ky A(X1, Y1, Zl)
ks Of/ T y:

rl\jl (X ,"'ii
x/ """""
Ve
Rezolvare

Asupra punctului material actioneaza forta de greutate
avand marimea G i fortele elastice avand marimile

F =k,MA, F,=k,MB, F,=k,MC.

Conditia de echilibru a punctului material considerat se
scrie,

G+F+F+F =0
sau, proiectata pe axele sistemului cartezian de coordonate,
O kl(xl - X)+ kz(xz - X)+ k3(X3 - X) =0
[ -
0 Ku(y2—y)+ Koy, —y)+kalys -y)=0
H G+ kl(zl - Z)+ kz(zz - Z)+ k3(23 - Z) =0
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Prin rezolvarea sistemului de ecuatii se obtin solutiile

— klxl + I‘(2)(2 + k3x3
Tk +k, +k,
_ Ky tkoy, tKoy,
k, +k, +k,
— klzl + kzzz + k3Z3 -G
B k, +K, +K,

3. Enunt
Un punct material de masa m, situat intr-un plan vertical,

este fixat in A, cain figura de mai jos, fiind prins de un fir de
lungime |. Punctul material considerat se sprijina fara frecare pe
un semicerc fix de razd r. Stiind ca punctul material este in
echilibru si cd AB=h sa se determine tensiunea din fir si
reactiunea semicercului.

Rezolvare
Asupra punctului material considerat actioneaza greutatea

G, tensiunea din fir, Tsi reactiunea N, din partea

semicercului.
Conditia de echilibru se scrie
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G+T+N=0
sau, proiectatd pe axele sistemului cartezian de coordonate,
O NsnB-Tsna=0
cos+Tcosa-mg=0

Pentru rezolvarea acestui sistem de ecuatii este necesar sa
se observe ca, in triunghiul OAM, aplicand teorema sinusurilor,
rezulta relatia

r | _ r+h
sna  snB  sin(a +p)
sna _ r snB _ |
snf@+B) r+h’ sinfa+p) r+h

, de unde,

Rezolvand, se obtin solutiile

sinf I
T=m =m
gsin(O( +B) Jr+h
N = mg sna = mg r
sin(a +B) r+h
4. Enunt

Se cere sd se determine pozitiile de echilibru limita ale
unui punct material avand greutatea G, rezemat pe un cerc aspru
situat intr-un plan vertical, cunoscand coeficientul de frecare, p,
dintre punctul material considerat si cerc.

Rezolvare
Asupra punctului material considerat actioneazd greutatea

G, reactiunea N, dirijata dupa directia razei, din partea cercului
si forta de frecare, T, tangenti la cerc.
Conditia de echilibru se scrie
G+N+T=0
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‘M

sau, proiectata pe axele sistemului cartezian de coordonate,

[N-Gcosa =0
ET—Gsina =0

Se obtin expresiile N =Gcosa, T=Gsna de care se

tine seama in relatia care exprima conditia frecarii la limita,
T =pN.

Rezulta, Gsina =uGcosa  respective. tga = sau

O = arctgy .
Deoarece
sna = ga ___H
Jl+tgla  J1+p?
1 1
cosa =

Jl+tg?a  y1+p?
se obtin expresiile necunoscutelor

Nz O - Gn
Jiep? Jiep?

Pozitiile limita de echilibru sunt in numar de patru: A, B,
A’, B’. Punctul material considerat se gaseste deci, in echilibru,
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pe arcele de cerc limitate de aceste perechi de puncte, asa cum
rezulta si din figura.

5. Enunt

Un punct material de greutate G se gaseste in echilibru pe
un plan inclinat cu un unghi o fata de orizontala, fiind actionat si
de forta orizontald H asa cum se vede si in figura. Se cere si se
determine marimile fortei orizontale H pentru care este posibil
echilibrul punctului material considerat, in doud ipostaze:

a) miscarea are loc pe un plan inclinat luciu;
b) miscarea are loc pe un plan inclinat aspru, avand
coeficientul de frecare p.

L

Rezolvare
a) inipoteza planului inclinat luciu, punctul material este

actionat de forta de greutate G, de forta orizontald H si de

reactiunea normala a planului inclinat N .
Conditia de echilibru se scrie

G+N+H=0
sau, proiectata pe axele sistemului cartezian de coordonate,
0 Hcosa-Gsina =0
EN —-Gcosa —Hsina =0
Se obtin solutiile

H = Gtga, N:i
cosa
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b) in ipoteza planului inclinat aspru, conditia de echilibru
se scrie

G+N+H+T=0
Este necesar sd se tina seama de cele doud tipuri de
miscari:
l.urcare pe planul inclinat, pentru care este valabila

relatia Gsina <Hhcosa. Conditia de echilibru proiectata pe
axele sistemului de coordonate, se scrie:

Hcosa -Gsina-T =0
-Gcosa—Hsna =0

A <uN

2.coborare pe planul inclinat, pentru care este valabila
relatia Gsina > Hhcosa. Conditia de echilibru proiectatd pe
axele sistemului de coordonate, se scrie:
cosa —Gsina+T=0
-Gcosa -Hsna =0
Hr <upN

Din rezolvarea celor doua sisteme de ecuatii rezulta

sina — Lcosa sina + pLcosa
G—p'< H< G—IJ'

cosa —psina cosa —psina

Se poate conchide cd solutia nu este unicd, valoarea
necunoscutel inscriindu-se ntr-un domeniu pentru care este
posibil echilibrul punctului material considerat.
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CAPITOLUL 6
STATICA SOLIDULUI RIGID

In studiul echilibrului domeniilor materiale utilizate in
tehnicd, conceptul de punct material este insuficient, fiind
necesara introducerea unui concept nou care sa permitd o
modelare mai pertinenta, subliniindu-se Simplificarile necesare
si admisibile care fac posibild rezolvarea problemelor practice
cu mijloace teoretice specifice mecanicii.

Un alt model teoretic, frecvent utilizat, este cel a corpului
material, model care se aplicd domeniilor materiale la care cele
trei dimensiuni, lungimea, latimea si grosimea, au ordine de
marime comparabile. Acest model are ca elemente caracteristice
volumul geometric si 0 masa distribuita pe unitatea de volum ca
o caracteristica a inertiei domeniului material considerat.

Definitia 6.1:
Corpurile materiale se numesc solide rigide daca raman
nedeformate la actiunile mecanice care tind sa le schimbe forma.

Ca si in cazul punctului material, in studiul echilibrului
solidului rigid este necesara cunoasterea gradelor de libertate.
Din punctul de vedere al pozitiei pe care o poate avea in
spatiu, solidul rigid este:
» liber (cand poate ocupa orice pozitie in spatiu);
» supus la legaturi (cand este obligat sa respecte anumite
restrictii geometrice).

Observatia 6.1:
Problemele privind statica solidului rigid raman aceleasi
ca si in cazul echilibrului punctului material.

In majoritatea situatiilor tehnice reale, solidul rigid se afla
in interactiune mecanica cu corpurile materiale din mediul
inconjurator. Masura interactiunii dintre solidul rigid considerat
si mediul material exterior este forta, interactiunea mecanica
puténdu-se realiza la distantd (conform legii atractiei universale)
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sau putand fi interactiune de contact. Se pot distinge doua tipuri
mari de forte:

» forte exterioare active, care nu depind de starea de
miscare a solidului rigid asupra caruia actioneaza §i care pot sa
accelereze sau sa incetineasca migcarea acestuia,

» forte exterioare pasive, care depind de existenta unor
forte exterioare active sau sunt conditionate de starea de miscare
arigidului.

Definitia 6.2:

Un solid rigid care are o interactiune mecanica cu un corp
material, fie prin contact direct, fie prin intermediul unor
elemente speciale de legdturd, care impun anumite restrictii
geometrice in deplasarea unor puncte ale sale, se numeste solid
rigid supus la legaturi, iar interactiunea se numeste forta de
legatura sal reactiune.

Definitia 6.3:
Un solid rigid cdruia nu i se impun nici un fel de restrictii
geometrice in miscarea lui se numeste solid rigid liber.

6.1. STATICA SOLIDULUI RIGID LIBER

Un solid rigid liber in spatiu are sase grade de libertate,
pozitia sa In raport cu un sistem de referintd presupus fix sau
inertial, fiind complet definitd cu ajutorul a sase parametri
scalari independenti.
parametri, dupa cum urmeaza:

» coordonatele a trei puncte necoliniare apartindnd
solidului rigid

In Figura 6.1 s-au considerat punctele A(X1, Y1, Z1), Aa(Xa,
Y2, Z3), A3(X3, Y3, Z3). Daca se tine cont de conditia de rigiditate a

solidului, atunci distantele A;A;, 1,j=1,2,3 i#j, sunt fixe si cele

noud coordonate ale punctelor materiale alese, satisfac relatia
2 _ [ -\ _ 2 2 2 _

AA; _(rj _ri) _(Xj _Xi) +(yj _yi) +(Zj _Zi) = const.
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pentru i,j=1,2,3 i#]. Datorita celor trei relatii de dependenta care
Se pot scrie intre cele noud coordonate, se poate spune ca pozitia
solidului rigid este complet definitd de sase parametri scalari
independenti.

° A.z(Xz, Y2, 22)

w %

Fig. 6.1.

» coordonatele unui punct A(Xa, Ya, Za) apartinand
solidului rigid si unghiurile Euler ({, 6, ¢)

In Figura 6.2 cele trei unghiuri Euler precizeazi orientarea
axelor triedrului mobil Axyz atasat solidului rigid in punctul A,
fata de sistemul de coordonate A¢n{ paralel cu axele unui
sistem de referintd OXYZ considerat fix.

Unghiurile Euler, obtinute prin trei rotatii succesive ale
solidului rigid si care vor fi complet definite in studiul
cinematicii, sunt:

- unghiul de precesie ), se obtine prin rotirea sistemului
fix AgnC n jurul axel A{; caurmare, axa A¢ ajunge in pozitia
AN numita axa nodurilor, axa An devenind Ay’;
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- unghiul de nutatic 8, se obtine prin rotirea sistemului
Any’C in jurul axei nodurilor AN; ca urmare, axa Ay’ gunge in
pozitia Ay’’, axa A( devenind Az;

- unghiul de rotatie proprie ¢, se obtine prin rotirea
sistemului Any’’z in jurul axei Az; caurmare, axa nodurilor AN
ajunge in pozitia Ax, axa Ay’’ devenind Ay.

Fig. 6.2.

Se poate spune ca pozitia solidului rigid este complet
definitd de cei sase parametri scalari care sunt independenti:
coordonatele Xa, Ya, Za si unghiurile Euler ), 6, ¢.

» coordonatele unui punct A(Xa, Ya, Za) apartinind
solidului rigid si cele trei unghiuri formate de fiecare dintre
axele sistemului de coordonate Axyz, atasat solidului rigid in
punctul A, cu axele sistemului de coordonate OXY Z presupus
fix, asa cum se vede in Figura 6.3.

Cei doisprezece parametri astfel alesi, nu sunt
independenti, fiind valabile urméatoarele relatii
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cos’a,, +cos’B,, +cos’y,, =1
cos’ o, +cos’B,, +cos’y,, =1
cos’ o, +cos’B,, +cos’y,, =1
cosa,, cosa,, +cosB,, cosB,, +cosy,, cosy,, =0
cosa, cosa,, +cosP,, cosP,, +cosy,, cosy,, =0

cosa,, cosa,, +cosp,, cosP,, +cosy,, cosy,, =0

7 A 7Z A

vxZ

v =<

Fig. 6.3.

Datorita celor sase relatii de dependenta care se pot scrie
intre cel doisprezece parametri, se poate spune ca pozitia
solidului rigid este complet definitd de sase parametri scalari
independenti.

Pentru ca un solid rigid liber, aflat in repaus in raport cu
un sistem de referinta considerat fix sau inertial, sa ramdana in
continuare n repaus la aplicarea unui sistem de forte, este
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necesar §i suficient ca torsorul de reducere al fortelor intr-un
punct sd fie nul, adica

R=0, M, =0 (6.1)

i - =0, i'ixl_:i =0 (6.2

In relatiile (6.1) sau (6.2) se precizeaza faptul ci sistemul
de forte care actioneazad asupra solidului rigid este in echilibru
sau ca rigidul asupra cdruia actioneaza aceste forte este in
echilibru.

Echilibrul solidului rigid se realizeazd pentru o anumita
configuratie a sa in raport cu un reper, adica, pentru pozitii bine
determinate ale punctelor rigidului Tn raport cu reperul ales.

Conditia necesara si suficientd pentru realizarea
echilibrului solidului rigid liber rezultd si din proiectarea
ecuatiilor vectoridle (6.1) sau (6.2) pe axele sistemului de
coordonate si anume

n n

” (yE -zF ):O’ " (ZiFi -xF )=O’ ” (XiFiy _yiFiX)zo

z ity

6.2. STATICA SOLIDULUI RIGID
SUPUS LA LEGATURI

6.2.1. Legaturile solidului rigid

Tinand seama de definitia 6.2, se observa ca tot ceea ce
limiteaza deplasdrile unui solid rigid In spatiu se constituie in
legaturi.
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Astfel, pentru un corp asezat pe o masa orizontala, masa
este o legaturd deoarece nu-i permite corpului sd se deplaseze
vertical in jos.

Clasificarea legaturilor solidului rigid se face dupa mai
multe criterii, dintre care, cele mai importante sunt:

a) forma geometricad a zonei de contact;
b) numarul gradelor de libertate.

a) Clasificarea legaturilor solidului rigid dupa forma
geometrica a zonei de contact

Aceasta clasificare are la baza faptul ca cele doud corpuri
materiale, aflate in interactiune mecanicd, pot participa la
contact respectiv cu cate o suprafatd, o curba sau un punct, asa
cum rezulta din analiza tabelului 6.1.

Tabelul 6.1. Clasificarea legaturilor solidului rigid
dupa forma geometrica a zonei de contact

Tipul contactului mecanic Forma geometrica a
realizat intre corpurile legaturii
materiale

legatura pe o suprafata
rezultata din contactul
suprafatd/suprafata

legatura pe o curba
rezultatd din contactul
Suprafata/suprafata
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Tabdul 6.1; continuare

Tipul contactului mecanic
realizat intre corpurile
materiale

Forma geometrica a
legaturii

legatura pe o curba
rezultatd din contactul
suprafatd/curba

legatura pe o curba
rezultata din contactul
curbad/curba

legatura intr-un punct
rezultatd din contactul
suprafatd/suprafata

legatura Intr-un punct
rezultata din contactul
suprafatd/curba

<
>
a4
e
©
<
A
-
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Tabdul 6.1; continuare
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Tipul contactului mecanic
realizat intre corpurile
materiale

Forma geometrica a
legaturii

legatura intr-un punct
rezultatd din contactul
suprafatd/punct

legatura Intr-un punct
rezultata din contactul
curbad/curba

legatura intr-un punct
rezultatd din contactul
curba/punct

legatura Intr-un punct
rezultata din contactul
punct/punct

2
!
v

<

b
-
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b) Clasificarea legaturilor solidului rigid dupa
numarul gradelor de libertate

Daca un solid rigid liber in spatiu are sase grade de
libertate, pozitia sa in raport cu un sistem de referinta presupus
fix sau inertial, fiind complet definitd cu ajutorul a sase
parametri scalari independenti, solidul rigid supus la legaturi are
un numdr mai mic de grade de libertate, ca urmare a restrictiilor
impuse de legaturile respective.

Aceastd clasificare tine seama de numarul gradelor de
libertate pe care le poate avea un solid rigid supus la legaturi,
asa cum rezulta si din analiza Tabelului 6.2.

Tabelul 6.2 Clasificarea legaturilor solidului rigid
dupa numarul gradelor de libertate

Tipul contactului mecanic Numirul gradelor de
realizat intre corpurile libertate
materiale

legaturi cu un grad de libertate

con-con

prisma-prisma
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Tabelul 6.2: continuare
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Tipul contactului mecanic
realizat intre corpurile
materiale

Numarul gradelor de
libertate

legaturi cu doua

gradedelibertate

prisma-cilindru

tor-tor

legituri cu trei

rade de libertate

plan-plan

sfera-sfera
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Tabelul 6.2: continuare

Tipul contactului mecanic
realizat intre corpurile
materiale

Numarul gradelor de
libertate

legaturi cu patru

gradedelibertate

sfera-cilindru

cilindru-plan

legaturi cu cinci

grade de libertate

sfera-plan

con-plan
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Observatia 6.2:

In multe dintre situatiile practice, legitura considerati lasa
solidului rigid un numar de miscari, care nefiind totdeauna
independente, nu coincide obligatoriu cu numarul gradelor de
libertate. De exemplu, 1n cazul legaturii surub-piulitd, desi sunt
posibile doar doud miscari (o translatie si o rotatie), datorita
faptului ca nu sunt independente, legitura are doar un grad de
libertate.

Trebuie observat cd, daca forta rezultantd a unui sistem de
forte aplicate asupra unui solid rigid tinde sa-l deplaseze pe o
anumita directie, deplasarea fiind Tmpiedicatd de o anumita
legaturd, atunci, inseamnd cd aceastd legatura actioneaza asupra
solidului rigid considerat, cu o forta egala si de sens contrar cu
cea datd, Tn baza principiului actiunii $i reactiunii.

Fortele si/sau cuplurile cu care una sau mai multe legaturi
actioneaza asupra unui solid rigid limitand unele din miscarile
sale (translatii sau rotatii) se numesc forfe si/sau cupluri de
legatura sau reactiuni. Evident, In legdturi apar si forte si/sau
cupluri de forte pasive, existenta lor depinzand de fortele si/sau
cuplurile active. Cand deplasarea corpului este impiedicata pe o
anumitd directie aceasta este chiar directia reactiunii (pot fi
restrictii de deplasare pe mai multe directii, deci, pe fiecare
directie apare cate o componentd a reactiunii). Cand este
impiedicata rotirea corpului in jurul unei drepte, atunci, apare un
cuplu opus tendintei de rotire, al cdrui moment are directia
acelei drepte si sensul corespunzator.

Pentru a rezolva problema echilibrului solidului rigid
supus la legaturi, este necesar sia se tind seama de axioma
legaturilor, potrivit céreia orice tip de legatura se poate inlocui
cu forte si/sau cu momente ale unor cupluri, ce au acelasi efect
ca si legaturile fizice propriu-zise, astfel incat, solidul rigid
poate fi considerat ca fiind liber sub actiunea fortelor si/sau
cuplurilor date si a celor de legatura.

Conditia necesara si suficienta pentru ca un solid rigid
liber, aflat in repaus Tn raport cu un sistem de referinta
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considerat fix sau inertial, sa ramana in continuare in repaus la
aplicarea unui sistem de forte exterioare, este necesar §i
suficient ca torsorul de reducere al fortelor exterioare si al
fortelor de legatura intr-un punct sa fie nul, adica

R+R'=0, M, +M' = (6.4)
Sau
F +R'=0, Zﬁxﬁ +M',=0 (6.5)

n
unde sa notat rezultanta fortelor exterioare, R = Z F,
1=
n

momentul rezultant al fortelor exterioare, M, = Z r x

rezultanta fortelor de legatura, R', respectiv momentul rezultant
al fortelor de legitura, M', .

Proiectind relatiile (6.4) sau (6.5) pe axele unui sistem de
referintd cartezian, se obtin ecuatiile generale de echilibru ale
solidului rigid supus la legaturi, similare ecuatiilor descrise de
relatia (6.3).

Pentru ca problemele echilibrului solidului rigid supus la
legaturi sa fie static determinate, este necesar ca numarul de
necunoscute introdus de fortele date si de legatura, impreuna cu
numadrul parametrilor care determind pozitia de echilibru a
solidului rigid considerat, sa fie cel mult egal cu sase in cazul
unui sistem spatial de forte sau cel mult egal cu trei in cazul unui
sistem plan de forte.

Studiul echilibrului solidului rigid supus la legaturi face
parte din categoria problemelor dificile ale mecanicii, fiind
necesara cunoagterea tuturor notiunilor si conceptelor generale
ale mecanicii (definite Tn partea ntéi), care permit descrierea
teoretica a diferitelor aspecte tehnice practice studiate. Cazurile
care vor fi analizate Tn continuarea acestui capitol sunt doar
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cateva exemple, din multitudinea de aspecte pe care le ofera
tehnica, pentru echilibrul solidului rigid.

Capitolul continua cu analiza unor aspecte mai Simple,
referitoare la statica solidului rigid supus la legaturi fara frecare,
ulterior urmand a se acorda atentie unor probleme legate de
statica solidului rigid supus la legaturi cu frecare.

6.2.2. Echilibrul solidului rigid supusla
legaturi fara frecare

Definitia 6.4:

Se numeste legatura fara frecare sau ideald, legatura
pentru care, In timpul miscarii relative a suprafetelor in contact,
jocurile functionale sunt nule, nu se Inregistreazd deformatii ale
suprafetelor, iar miscarile se desfasoara fara frecare.

Solidul rigid poate avea urmatoarele tipuri de legaturi:
» reazemul simplu;
» articulatia;
» ncastrarea;
> prindereacufire.

Studiul legaturilor solidului rigid urmareste doud aspecte
si anume:

» aspectul geometric, care precizeaza numarul gradelor
de libertate;

» aspectul mecanic, care analizeaza elementele mecanice
(forte si momente) cu care se Inlocuieste legatura.

6.2.2.1. Reazemul smplu

Definitia 6.5:

Se numeste reazem simplu, legatura unui solid rigid cu un
corp material din mediul Tnconjurator, atunci cand suprafetele
lor in contact au In permanentd un punct comun (numit punct
teoretic de rezemare).
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Rezemarea este, deci, legdtura prin care un punct al unui
solid rigid este obligat sa ramand permanent pe o suprafata sau
pe o curba data.

Aspectul geometric. Corespunzator definitiei, un solid
rigid este simplu rezemat pe o suprafatd avand ecuatia
f(x,y,z) = 0), daca un punct al sau, A(XA Ya ,ZA) se gaseste
pe aceastd suprafatd, deci daca satisface ecuatia suprafetei de
sprijin f(x A YA Zpy) = 0). Prin urmare, conditiilor de rigiditate
ale solidului considerat, li se mai adauga aceastd noud conditie,
si se poate concluziona ca un reazem simplu suprima un grad de
libertate.

Aspectul mecanic. Tn Figura 6.4, solidul rigid (C), asupra
caruia actioneaza un sistem
de forte exterioare

F,i=1..navand rezultanta
R, se sprijini pe o
suprafata, in punctul M.

Rigidul considerat nu
se poate misca Iinspre
suprafata de sprijin, presu-
pusa fixa si nedeformabila,
pe directia normalei (in
planul tangent la suprafata
migcarea  este  liberd).
Aceasta este echivalent cu
a spune ca suprafata de
sprijin reactioneaza asupra

Fig. 6.4. rigidului (C) cu forta N, egala

in modul si de sens opus fortei cu care solidul rigid actioneaza
asupra suprafetei de sprijin in punctul M si a carei marime este
determinatd in functie de rezultanta R a sistemului de forte
date.

In concluzie, pentru studiul echilibrului solidului rigid,
reazemul simplu se inlocuieste cu o forta de legatura numitda
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reactiune, N, normald la suprafata de sprijin in punctul M,
avand sensul determinat la legatura unilaterala (v. definitia 4.4)
si sensul nedeterminat la legatura bilaterala (v. definitia 4.5)

asa cum se arata in Figura 6.5.
legatura unilaterala legatura bilaterala
/

== {n

normala

M R reactiune normala

7/ normala la suprafata

Fig. 6.5

In ecuatiile de echilibru, reazemul simplu introduce o
singurd necunoscutd, reprezentatd de modulul reactiunii normale
la suprafata de sprijin. Astfel, rigidul este considerat liber
subactiunea fortelor exterioare (date) si a fortei de legaturd
reprezentatd de reactiunea normald, notatd de obicei cu N, iar
cele sase ecuatii de echilibru care se pot scrie in cazul cel mai
general, cand fortele sunt in spatiu, sunt suficiente pentru
determinarea celor cinci parametri de echilibru (corespunzatori
celor cinci grade de libertate ramase) si a marimii reactiunii
normale.

Ecuatiile vectoriale de echilibru static pentru un solid rigid
simplu rezemat intr-un punct pe o suprafata de sprijin si actionat
de un sistem de forte exterioare E ,i=1..n,sescriu

R+N=0, M,+M',=0 (6.6)

care se pot proiecta pe axele sistemului cartezian de coordonate
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i(F +N,)=0 Z(F +N,)=0 ZF+N =0
ZM - N,)=0: ZM N ZM - N,)=0

(6.7)

Exemple de reazeme simple sunt prezentate in Figura 6.6.

N&

>

Fig. 6.6

APLICATII

1. Enunt
In figura se considera o bara AB de lungime 2| avand

greutatea G. Bara este simplu rezemati in punctele A si D. Se
cere sd se determine unghiul o pentru care bara AB este in
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echilibru si sd se calculeze reactiunile in punctele A si D,
cunoscand dimensiunea a

Rezolvare

Reazemele simple din
punctele A si D se inlocuiesc
cu reactiunile normale la
suprafetele de sprijin, N,
respectiv N, .

Asupra barel de lungime
2| actioneaza forta de greutate

G si cele doud reactiuni.
Conditia de echilibru
R+R'=0, M, +M', =0,
proiectata pe axele sistemului cartezian de coordonate se scrie

R R')= L— =
ZMA(R,R)—O NDcosa Glcosa =0

Prin rezolvarea sistemului de ecuatii se obtin solutiile

G
Ny =
° cosa

N, =Nysina = Gtga

N a .. a U
In care, cosa =3 I_ cu conditia ca 3 T <1 ceea ce arata ca

echilibrul este posibil numai dacd a<|.
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6.2.2.2. Articulatia

Definitia 6.6:

Se numeste articulatie, legatura unui solid rigid cu un corp
material din mediul inconjurdtor care asigura un contact
permanent intre suprafetele lor intr-un anumit punct fix.

Articulatia este, deci, legdtura prin care un punct a unui
solid rigid este obligat sa raimana permanent intr-un punct fix pe
suprafata de sprijin.

Aspectul geometric. Corespunzator definitiei, un solid
rigid articulat intr-un punct pe o suprafata de sprijin, are acest
punct fix, deci cele trei coordonate ale acestuia sunt fixate.
Astfel, rigidul pierde trei grade de libertate, ramanand doar cu
trei (cum se va vedea la cinematica, celor trei grade de libertate
ramase le corespund trei unghiuri independente, care exprima
posibilitatea rigidului de a avea trei rotatii independente in jurul
a trei axe perpendiculare, care pot trece, in cazul de fata, prin
punctul fix).

Aspectul mecanic.

Daca fortele exterioare aplicate asupra solidului rigid au o
dispunere spatiala fiind orientate dupa toate cele trei directii ale
unui sistem de referinta cartezian, fixarea unui punct al rigidului
se face printr-o articulatie sferica. Asa cum se poate observa si
in Figura 6.7, realizarea tehnica a
articulatiei sferice este repre-
zentatd printr-o sfera, solidara cu
rigidul, si montata intr-o cavitate
sferica fixa. In acest caz, punctul
fix 1n care se realizeaza articularea
este centrul sferei.

Fig. 6.7

Exemple: suportul de stilou, schimbatorul de viteze la
automobil etc.
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Rigidul articulat nu se poate deplasa pe cele trei directii
perpendiculare ce trec prin O, asa cum se vede in Figura 6.8,
ceea ce inseamna ca oricare ar fi forta rezultanta R a sistemului

de forte date, efectul ei este anulat de reactiunea R' din
articulatie, fiind valabila relatia

R+R'=0 (6.8)
Deoarece R poate avea orice modul si orice directie, in
baza relatiei (6.8) si reactiunea R' din articulatie este o forta
de modul si directie oarecare,
necunoscute, sau de componente
necunoscuteR’, R, R’,.

bila \/

_ _ . _ (o) ORPAS
R=R,i+R,j+R,k Wm
Fig. 6.8

Daca fortele exterioare aplicate asupra solidului rigid au
componente numai pe doua directii in planul ce contine centrul
de masa al rigidului, fixarea unui punct al sau se face printr-0
articulatie cilindrica. Asa cum se vede si in Figura 6.9,
articulatia cilindricad se poate realiza

tehnic printr-un ax sau bolt (piesa

cilindrica), solidar cu rigidul, si /
montat Tntr-o cavitate cilindrica fixa.
In acest caz, axa de Simetrie a I
boltului este perpendiculard pe
planul fortelor, iar punctul fix este

pozitionat la intersectia dintre ele l /
(axa de simetrie si planul fortelor)

O € CE S s (o

Fig. 6.9
Exemple: balamalele de la o usa, lagarul unui arbore.

In cazul articulatiei cilindrice, rigidul nu se poate deplasa
pe directiile perpendiculare ce trec prin punctul de articulare si
se afla in planul fortelor, ceea ce inseamnd cd, in acest caz,
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reactiunea R' din articulatie
are numai doud compo-
nente, R', si R',.

R'=R,i+R' ]

In concluzie, pentru
studiul echilibrului solidu-
lui rigid, articulatia se

Fig. 6.10 Tnlocuieste cu o forta de lega-
tura numita reactiune R', de modul, directie §i sens
necunoscute.

In ecuatiile de echilibru, articulatia introduce ca
necunoscuti forta de legiturd numiti reactiune R'. Astfel,
rigidul este considerat liber sub actiunea fortelor date si a fortei
de legatura reprezentati de reactiunea R'.

Ecuatiile vectoriale de echilibru static pentru un solid rigid
articulat Tntr-un punct pe o suprafata si actionat de un sistem de

forte exterioare F,i =1...n, sescriu

R+R'=0;, M, +M',=0 (6.9)
iar, ecuatiile scalare de echilibru, fatd de un sistem cartezian,
sunt

n

Z(FXHFR'X):O; i(Fyi+R'y):o; i(in+R'z):o
iMo(FXi,R'X)=0; iMO(Fyi,R'y)ZO; iMO(in,R'Z):o;

(6.10)

Observatia 6.3:

Daca un solid rigid care are o articulatie cilindricd este
solicitat de forte in spatiu (deci, fortele nu se mai afla toate intr-
un plan perpendicular pe axa de simetrie a articulatiei), atunci,
se remarca faptul ca articulatia cilindricd, nu permite decat o
singurd rotatie, deci, elimina cinci grade de libertate. Acest fapt
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conduce la aparitia in articulatia cilindrica a unei reactiuni de
modul si directie necunoscute (trei componenteR', R', R',)

y

si a doud componente de moment M’ , M'y care arata ca

legatura nu permite rotirea in jurul axelor Ox si Oy,
perpendiculare pe axa articulatiei cilindrice (v. Figura 6.10).

Exemple de articulatii sunt prezentate in Figura 6.11

APLICATII

F1 Fi
%n
X
- >
Rx

Fig. 6.11

2.Enunt

In figura aldturatdi se
considerd o bard AB de lungime 2I
avand greutatea G .

Bara este articulatd in
punctul A si simplu rezemata in
punctul B. Se cere sa se determine
reactiunile introduse de legdturi in
punctele A si B, cunoscand
unghiul de inclinare a, a barel
AB fata de orizontala.

Rezolvare

Articulatia din punctul A se

inlocuieste cu o reactiune R',
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necunoscutd avand o componentd in planul vertical, V si o
componenta in planul orizontal, H. Reazemul simplu din punctul

B se inlocuieste cu reactiunea R'y care are componentd numai

dupa directia normala, N, la planul vertical de sprijin al barei
AB.

Asuprabarel de lungime 2 actioneaza forta de greutate G
si cele dou reactiuni, R', si R'y.

Conditia de echilibru, exprimatd de ecuatiile vectoriale
R+R'=0, M, +M', =0 si proiectati pe axele sistemului
cartezian de coordonate, se scrie

F;(mﬁ'):o@ H-N=0

;;(ﬁJrﬁl):O = V-G=0
ZMA(ﬁ;ﬁ'):O = N[2Isina -G cosa =0

Rezolvand, se obtine
N :%ctga; H=N :%ctga; V=G

6.2.2.3. Incastrarea

Definitia 6.7:

Se numeste Tncastrare, legatura unui solid rigid cu un corp
material fix din mediul Tnconjurator, in raport cu care nu are nici
o posibilitate de migcare (este solidarizat cu acesta).

Incastrarea este, deci, legitura prin care solidul rigid
patrunde pe o anumitd portiune intr-un corp material considerat
fix, in asa fel Incat i1 se suprima orice posibilitate de miscare.

Aspectul geometric. Corespunzator definitiei, un solid
rigid incastrat nu are nici o posibilitate de miscare si, prin
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urmare, pierde toate gradele de libertate.

Aspectul mecanic. In Figura 6.12, solidul rigid asupra
ciruia actioneazi un sistem de forte avand rezultanta R, este
incastrat Tn punctul teoretic O (in redlitate, incastrarea se
realizeaza pe o suprafatd de contact). Imobilizarea rigidului se
realizeaza prin fixarea unui numar mare de puncte, in fiecare din
ele aparand cate o fortd de legatura.

Torsorul fortelor de
legatura calculat in raport
cu punctul teoretic de
incastrare, este format din
forta rezultanta de
legiturd, reactiunea R' si
momentul  rezultant de
legatura, momentul M'o,
ambele fiind necunoscute
atait in modul cat si ca
directie. Oricare ar fi
torsorul fortelor exterioare
caculat in raport cu
punctul teoretic de incastrare, Fig. 6.12.
si care este format din rezultanta fortelor exterioare aplicate R si

momentul rezultant M, sunt valabile ecuatiile de echilibru,

R+R'=0, My+M';=0 (6.11)

care se pot proiecta pe axele sistemului cartezian de coordonate

i(in+R'x)=O; Z(F +R,)=0 ZF +R’,)=0

n

M, (F,.R',)=0; zM F.R,)=0. T M .R,)=0

1=1 1=1

(6.12)
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In concluzie, in studiul echilibrului static a solidului
rigid, o incastrare se inlocuieste cu o reactiune R' si un moment
M'y, de module, directii si sensuri necunoscute, asa cum se

vede si in Figura 6.13.

Observatia 6.4:

Cand sistemul for-
telor aplicate este orien-
tat Tn spatiu, incastrarea
se numeste spatiald si se
inlocuieste cu sase com-
ponente hecunoscute
(céte trei pentru fiecare
vector R' si M'y), iar
cand sistemul fortelor
este dirijat Tn plan,
incastrarea se numeste
plana si se inlocuieste cu Fig. 6.13.
doud componente pentru

R' si o componenti pentru M',. Tn acest ultim caz, vectorul

moment M', este perpendicular pe planul fortelor si se

reprezintd simbolic printr-o sdgeatd circulard (sensul sdgetii
indicd cum trebuie rotit un burghiu drept aflat pe directia
momentului pentru ainaintain sensul real a lui M',.

A
z

Exemplu de Tincastrare

— /L este prezentat in Figura
AT 6.14.
My
Fig. 6.14.
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APLICATII

3. Enunt

O bara OA de lungime 4a si greutate neglijabila este
actionati de forta concentrati F si de sarcina q uniform
distribuitd pe lungimea 2a. Sa se determine reactiunile din
incastrarea O.

y q.2a
a
_ - q
V y P
ol
YVYVYVVYVVVVY

M! /—* X>

(0] H A

A a 2a
Rezolvare

Fortele date fiind continute in acelasi plan, incastrarea din
punctul O se inlocuieste cu componentele H si V pentru

reactiunea R' si cu o singurd componenti, M', pentru moment.

Conditia de echilibru, exprimatd de ecuatiile vectoriale
R+R'=0, M, +M' =0 si proiectati pe axele sistemului
cartezian de coordonate, se scrie

p;(§+ﬁ'):0c> H-Fcosa =0
p;y(ﬁ+ﬁ'):0 = V-Fsina-2ga=0
Y Mo(R:R")=0 = M, +Fasina +2qal3a=0

Rezolvand, se obtine

H=Fcosa; V =Fsina+2ga; M',=-Fasina -6ga’
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6.2.2.4. Prinderea cu fire

Definitia 6.8:

Se numeste prindere cu fire, legatura unui solid rigid cu un
corp material din mediul inconjurdtor echivalentd cu o rezemare
unilaterala a unui punct al solidului considerat, pe o sfera care
are raza egala cu lungimea firului.

Observatia 6.5:
Se considerd cd distanta dintre capetele firului nu se poate
modifica, firul fiind considerat perfect flexibil si inextensibil.

Aspectul geometric. Corespunzator definitiei, prinderea
unui solid rigid cu un fir este echivalenta, din punctul de vedere
a echilibrului mecanic a solidului considerat, cu inlocuirea
firului cu o forta de legdturd in lungul firului sectionat, numita
reactiune sau tensiune in fir, care are sensul astfel Tncét intinde
portiunea de fir legata de rigid. Legatura suprima solidului rigid
un singur grad de libertate.

Aspectul mecanic. in Figura 6.15, se considera un solid
rigid de forma unei plici, supusd actiunii unui sistem de forte
avand rezultanta R si suspendati in punctele A si B prin doui
fire ancorate de o grinda fixd in punctele C si D.
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Legitura din fir introduce o singurd necunoscuti. In fir ia
nastere o forta de legdtura denumita tensiune §i care are punctul
de aplicatie In punctul de legare, are directia dirijatd dupa
dreapta suport pe care este intins firul si sensul corespunzator
intinderii portiunii de fir legatd de solid.

In concluzie, pentru studiul echilibrului solidului rigid,
firul se inlocuieste cu o forta de legatura numita tensiune si
notatd de obicei cu T .

Ecuatiile vectoriale de echilibru static pentru un solid rigid

prins cu fire si actionat de un sistem de forte F,i =1..n, se scriu

R+T=0, M,(R,T)=0 (6.13)

care se pot proiecta pe axele sistemului cartezian de coordonate

n n

IZ(in +T,)=0; E(Fyi +Ty):0; Z(in +T,)=0;

n Mo(l_:xi’TX)ZO; iMO(l_:yi’Ty)ZO; MO(I_:Z“TZ):O,

i i ) (6.14)
APLICATII
4. Enunt

O bara AB de greutate G si lungime | cunoscute, este
articulatd in A, asa cum se vede si in figurd. De capatul B este
atarnata greutatea P, iar la distantele a si b de punctul A, bara
este prinsad cu un fir care trece peste scripetele fara frecare C. Se
cer rectiunile din articulatie si tensiunea din fir, cunoscand
unghiurile a si 3 deinclinare aefirului.

Rezolvare
Se inlocuieste firul cu tensiunea T, iar articulatia prin

componentele Ha si Va ale reactiunii R' pe care aceasta 0
introduce.
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P

Ecuatiile de echilibru static, proiectate pe axele unui
sistem cartezian se scriu

F;(ﬁ+ﬁ'):0 = H, +Tcosa -~ Tcosp=0
;;V(R +R)=0< V, -G-P+Tsina+TsnB=0
- |

Y Mo(R:R")=0 = Tasina +ThsinB-G_ - P =0

Rezolvand, se obtine

1= (G+P)
~ 2(asina +bsinp)
__ (G+P) _
Ha = 2(asina +bsin[3)(COSB cosa)
V, =G+P- (G+P) (sna +sinp)

2(asina +bsinp)
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Observatia 6.6:

Legaturile prezentate sunt legaturi simple ale solidului
rigid (reazemul simplu, articulatia, incastrarea). O legaturda a
unui rigid reduce numarul gradelor de libertate si introduce
reactiuni, asa cum se observa cu usurinta din Tabelul 6.3.

Tabelul 6.3: Tipuri de legaturi simple

Legitura Gradedelibertate Reactiuni
z A
rotatl rotatie
Reazem 4
smplu Rz
translatie
o)l — %
&
X X
z A
Articulatie rotatie
sferica A
Rz
of—Yy Y,
X
7 7 A
rotati
Articulatie A
cilindrici o v Rz
in spatiu
pat o Ryl l y
My
M%x
X X
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Tabdul 6.3; continuare

Legitura Gradedelibertate Reactiuni
y
y
Articulatie
cilindrica Ry
n plan rotatie

Tncastrare
In spatiu o v
X
- y
Incastrare
in plan
Xy
(0]

6.2.2.5. Algoritmul de calcul al reactiunilor
introduse de legdturile simultane

Tn mod frecvent, un solid rigid poate fi supus simultan la
mai multe tipuri de legaturi, cum ar fi: articulat si simplu
rezemat; articulat si prins cu un fir etc.

Tntr-un asemenea caz, pentru studiul echilibrului static al
solidului rigid se recomandd parcurgerea urmatorului algoritm
de calcul:

» e elibereaza solidul rigid de toate legaturile si se
introduc elementele mecanice (forte si momente) cores-
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punzdtoare acestora. Sensul reactiunilor se alege arbitrar, de
regula, astfel Incat 1n ecuatiile de echilibru, scalarii corespunza-
tori reactiunilor sa fie pozitivi;

» se estimeaza numarul total de necunoscute scalare
pe care le introduc legaturile rigidului, pentru a aprecia daca
problema este static determinatd (numarul necunoscutelor este
egal cu numarul ecuatiilor scalare de echilibru static care se pot
scrie) sau static nedeterminata (se precizeaza ca problema poate
fi static nedeterminata si daca numarul necunoscutelor este egal
cu numdrul ecuatiilor scalare de echilibru static care se pot
scrie);

» se scriu ecuatiile de echilibru static. Ecuatiile de
momente se scriu, de obicei, fatd de legatura care introduce
numarul cel mai mare de reactiuni, desi acest lucru nu este
obligatoriu;

» se rezolva sistemul format de ecuatiile de echilibru
static, obtinand astfel, expresiile §i valorile necunoscutelor.
Daca din calcul, marimea unei reactiuni rezultd pozitiva,
inseamna ca sensul sau a fost ales corect, in caz contrar, fiind
necesard alegerea sensului opus pentru reactiunea respectiva.

Observatia 6.7:

Daca problema este static nedeterminatd, se recomanda
ridicarea nedetermindrii prin renuntarea la ipoteza corpului solid
rigid si introducerea unui numar de ecuatii suplimentare
referitoare la deformatiile pe care le suporta corpul material
considerat, metodd de rezolvare specifica rezistentei
materialelor.

APLICATII

S. Enunt
Sa se calculeze reactiunile grinzii cotite din figura.

Rezolvare
» se elibereaza solidul rigid de legaturi;
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Pentru aceasta, sarcina uniform distribuita q=10kN/m,
aplicatd pe o lungime de 3m, se inlocuieste cu forta concentrata

50 kN
q=10 kN/m

FL
> 3
=~

4

E -
m

I“
P

oLt

l

30 kN

Vs

avand marimea Q =10[3=30kN, aplicata la distanta de 1,5m

fata de punctul A.

Reazemul simplu din punctul A se inlocuieste cu
reactiunea verticala avand marimea V.

Articulatia din punctul B se inlocuieste cu reactiunile
verticala si orizontalda avand marimile Vg respectiv Hg.

» se scriu ecuatiile scalare de echilibru static

pZ(ﬁ+ﬁ')=o = Hy=20=0
p;y(ﬁm'):o =V, -50-30+V, =0

Y Mg (R:R7)=0 = -3V, +50[2+30[15+15+20[1=0

» se rezolva sistemul de ecuatii
H; =20kN; V, =60kN; V; =20kN
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6.2.3. Echilibrul solidului rigid supusla
legaturi cu frecare

In paragraful anterior, s-au analizat legiturile simple si
cele care actioneaza simultan pentru solidul rigid n ipoteza
frecarilor neglijabile, corpurile materiale fiind presupuse
nedeformabile si avand suprafete perfect lucii. In acest caz, s-a
vazut ca reactiunile care apar, forte si/sau momente, servesc
eliberarii solidului rigid de legaturile ideale la care este supus, in
vederea studiului echilibrului static.

In practica tehnica, studiul echilibrului static al corpurilor
materiale trebuie facut in conditii de functionare reale si nu in
limitele unor ipoteze idealizate. Corpurile materidle reae
prezintd asperitdti la contactul dintre ele si, ca urmare, apar
frecvent si componente disipative ale torsorului reactiunilor in
punctul teoretic al legaturii la care este supus solidul rigid, ce se
opun deplasarilor relative ale corpurilor materiale. Este decl
necesar ca, atunci cand se studiaza echilibrul static al corpurilor
materiale reale, sa se tind seama de efectele datorate asperitatilor
si Intrepatrunderilor dintre corpuri, efecte numite frecari.

Frecarile sunt de atétea feluri cate tipuri de miscari relative
sunt posibile intre corpurile Tn contact.

Daca primele componente ale reactiunilor introduse de
legaturile ideale se determind din ecuatiile de echilibru static,
componentele disipative se determina din relatii stabilite pe cale
experimentala si numite uzual legi de frecare. Componentele
disipative sunt datorate fenomenelor de frecare care se produc in
zonele de legatura intre suprafetele in contact si care provoaca
disipari de energie. Marimile acestor componente nu pot depasi
anumite valori limita care depind de tipul de legatura, de natura
corpurilor in contact si de valoarea componentei ideale a
reactiunii legaturii.

6.2.3.1. Frecdrile in cazul reazemului simplu

In Figura 6.16 se considerd un solid rigid actionat de un
sistem de forte avand rezultanta R .
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Fig. 6.16

Rigidul este simplu rezemat pe suprafata >. Teoretic,
existd un singur punct de contact, O, pe aceastd suprafati. In
realitate, cele doud corpuri se deformeazd si contactul se
realizeazd pe o suprafatd, in fiecare punct de contact,
dezvoltandu-se o reactiune de marime si directie necunoscuta,
reactiunea rezultant fiind R'.

Reducand sistemul de forte aplicate, F si reactiunea R' in
raport cu punctul teoretic de contact, se obtin ecuatiile vectoriale
de echilibru static.
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R+R'=0;, My +M',=0 (6.15)

Proiectdnd relatiile (6.15) pe normala in O la suprafata
teoretica de contact Z si pe planul tangent la aceastd suprafata,
se scrie:

py]

-

n+Mp

o

; R, +T=0
+

_ 6.16
0 M,+M, =0 (6.16)

<|
<

In baza teoremei de echivalentd, rezultanta R se
descompune in componentele R, si R, dirijate dupa directia
normalei in O la suprafata teoretici de contact X respectiv
tangentei la aceasta suprafatd. Aceste componente dau cuplurile
de momente M, = M, (R, ) respectiv M, = M, (R, ).

in baza aceleiasi teoreme, reactiunea R' s descompune,
dupa aceleasi directii, asa cum se vede si in Figura 6.16, in
componentele N si T care dau cuplurile de momente
M, =M, (N) respectiv M, =M, (T).

Forta R, tinde si deplaseze corpul in directia normala la
suprafata de contact, deplasare cdreia 1 se opune reactiunea
normali N. Forta R, tinde si deplaseze corpul in planul
tangent la suprafata de contact. Aceastd deplasare se numeste

alunecaresi ei i se opune reactiunea T, numitd fortd de frecare
de alunecare.

Cuplul de moment M, =M, (ﬁn ), are tendinta de a roti

corpul in jurul normalei la suprafata de contact. Aceastd miscare
de rotatie se numeste S)ivotare si este Tmpiedicatd de cuplul de

moment M :MO(N numit cuplu de frecare de pivotare.

Cuplul de moment M, =M (ﬁt), are tendinta de a roti corpul

in jurul unei axe din planul tangent la suprafata de contact.
Aceastd miscare de rotatic se numeste rostogolire si este
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impiedicata de cuplul de moment M, =M (T) numit cuplu de
frecare de rostogolire.

Se poate concluziona ca intr-un reazem simplu pot apdrea
trei tipuri de frecari calitativ diferite:

» deaunecare;

» derostogolire.

» depivotare;

Frecarea de alunecare

Frecarea de alunecare nu este calitativ diferitd de cea din
cazul punctului material. Reluand rezultatele obtinute atunci, se
observa ca si in cazul rigidului, frecarea se manifesta printr-0
forti T, tangenti la suprafati, care se opune tendintei de
alunecare si a carei marime nu poate depasi o anumita valoare
impusa de legea lui Coulomb data de relatia (5.16).

T<uN

O situatie aparte o constituie rezemarea solidului rigid n
mai multe puncte, ceea ce conduce la existenta mai multor
inegalitati de forma (5.16), deci la aparitia unor dificultéti
sporite de calcul, precum si a unor probleme privind
determinarea corectd a _
tendintelor de deplasare n AN
diferitele  puncte  de
rezemare.

APLICATII

6. Enunt

In figura aliturata,
bara AB situatd intr-un
plan  vertical, avand
lungimea | si greutatea G,
este sprijinitd cu frecare 1n
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punctul A pe un plan orizontal si In punctul B pe un plan
vertical, coeficientii de frecare fiind i respectiv L.

Se cere sd se determine unghiul o pentru care bara AB
ramane 1n echilibru static.

Rezolvare
Dupa eliberarea barei AB de legaturile la care este supusa,
se pot scrie ecuatiile scalare de echilibru dupa cum urmeaza

;(ﬁm'):o@ N, -T, =0
pedx

;y(mﬁ'):o@ N, +T, -G =0
p

zMB(ﬁ;ﬁ'):O - Glzcosa ~Nglsina -T,lcosa =0
TA < ulNA
TB < HZNB

Prin rezolvare se obtine

1-p, sau o> arctgl_U1p'2

tgar >
24, 2,

Frecarea derostogolire

Pentru exemplificare, se considerd o roatd de raza r si

greutate proprie G, pentru care se presupune ci se realizeazi
contactul cu un plan orizontal Tntr-un singur punct, A, asa cum
sevedein Figura6.17.

Se pune problema determinarii fortei F, orientatad ca in
figura, pentru care roata considerata ramane in repaus.

In aceasta situatie, ecuatiile scalare de echilibru care se pot
scrie, sunt:
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pZ(§+ﬁ')=o = F-T=0

; p;y(ﬁm'):o@ N-G=0 (6.17)

T
* >

Y M, (RiR)=0~ -FI=0

Z |

Se poate observa cu usurinta
ca, prin rezolvarea sistemului de
Fig. 6. 17. ecuatii (6.17), se obtine F=0, ceea
ce inseamna ca pentru orice fortd F,
avand o marime oricat de mica, roata se pune in miscare.
In realitate, din cauza deformabilitatii, contactul dintre
roata si plan nu se realizeaza in punctul teoretic de rezemare A,
ci, asa cum se aratd in Figura 6.18, pe o mica suprafata,
» simetricd 1n raport cu suportul fortei de greutate

proprie a rotii, G, dacd roata nu este actionatd si de forta

orizontala F (v. Figura6.18 a);
» asimetrica in raport cu suportul fortei de greutate

proprie a rotii, G, daci roata consideratd este actionata si de
forta orizontala F (v. Figura6.18 b).
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Suportul rezultantei N a reactiunilor normale se afli la o
distanta, e, de punctul teoretic de contact, A. Suportul rezultantei

T a reactiunilor tangentiale se consideri a trece prin punctul A
(Figura 6.18 c). Tindnd seama de regulile de reducere a
sistemelor de forte, se poate spune ca fortele de legatura, in acest

caz, sunt echivalente cu fortele T si N aplicate in punctul
teoretic de contact, A, si cu momentul de frecare de rostogolire,
M, =NT[e (Figura 6.18 d). Ecuatiile scalare de echilibru, de

aceasta data, se scriu
p;(ﬁ+ﬁ'):o - F-T=0

R+R')=0- N-G=0 (6.18)
> R+R)
Y M, (RiR)=0~ M, -FI=0

Prin rezolvarea sistemului de ecuatii (6.18), se ajunge la

concluzia ci dacid mirimea fortei F depiseste o anumita valoare
limita, roata ncepe sd se miste, deci momentul de frecare de
rostogolire, M, este limitat, fiind valabile relatiile

M, <p, N sau Ne<p, [N (6.19)

ceea ce este echivalent cu

esy, (6.20)
in care, Y, reprezinta coeficientul de frecare de rostogolire, iar e
reprezintd distanta maxima cu care se poate deplasa, paralel cu
ea insdsi, reactiunea normald N fatd de punctul teoretic de
contact.

in problemele de frecare de rostogolire se cunosc
urmatoarele conditii:

» M, <u,N; T<puN, roata nu se rostogoleste si nu
aluneca, ea aflandu-se in repaus;

191



CURS DE MECANICA PENTRU INGINERI

» M, =pu.N; T<uN, roata se rostogoleste fara sa
alunece sau se afla in pozitie de repaus, la limitd, inainte de a
incepe sa se rostogoleasca,

» M, <u,N; T=pN, roata alunecd si nu se
rostogoleste sau se afld in pozitie de repaus, la limita, inainte de
a incepe sa alunece;

» M, =pu.N; T=pN, roata aluneca si se rostogoleste
in acelasi timp, sau se afla in pozitie de repaus, la limita, inainte
de a incepe sa alunece si sa se rostogoleasca in acelasi timp.

APLICATII

7. Enunt (Roata trasa)

Se considerid o roatd de raza r si greutate propriec G,
actionatd de forta F asa cum se A
vede in figura  alaturata. y
Cunoscand  coeficientii  de
frecare de alunecare, n si de
rostogolire, |;, se cere valoarea / F
fortei F pentru realizarea
echilibrului static.

Rezolvare C
Pentru roata trasa

consideratd, se pot  scrie

urmatoarele ecuatii scalare de echilibru static

p;(ﬁ+ﬁ'):o ~ F-T=0

N &1

-

dWENGI

R+R)=0= N-G=0

g

M. (RR)=0= M, -FI=0
M, <pu.N
T<uN
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Rezolvand sistemul de ecuatii se obtin conditiile:

» conditia ca roata sa nu se rostogoleasca, F < He G;

r

» conditia ca roata sa nu alunece F<uG.

Pentru realizarea echilibrului static, forta F trebuie sa aiba

marimea mai mica decat cea mai mica dintre cele doua expresii

anterioare.

8. Enunt (roata motoare)
Se considera o roatd de raza r si greutate proprie G,

actionatd de cuplul motor
M si de forta F ca in
figurd. Cunoscand coefi-
cientii de frecare de
alunecare, 1 si de rosto-
golire, W, se cere momentul
motor M necesar pentru a
pune roata in miscare si
conditia pentru ca
remorcarea sa fie posibila.

Rezolvare
Pentru roata motoare

consideratd, se pot scrie urmatoarele ecuatii scalare de echilibru

static:

p;(§+ﬁ')=o@ T-F=0

p;y(mﬁ'):o - N-G=0

Y M, (RiR)=0 FI+M, -M=0

M, <pu, N
T <uN

Prin rezolvare se obtin conditiile:
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M<FIO+uG
F<uG
Pentru a pune roata in miscare, este necesar ca momentul
motor sa aiba marimea M = F +, G, dar pentru a impiedica
patinarea rotii, este necesar, in mod suplimentar, ca greutatea
proprie a rotii sa fie apreciabild, iar frecarea de alunecare sa fie
suficient de mare, deci F< pG.

Observatia 6.7:

Coeficientul de frecare de rostogolire este 0 marime care
are dimensiunile unei lungimi §i valoarea sa depinde de raza
rotii 1 de starea suprafetelor in contact, asa cum se ilustreaza in

Tabelul 6.4.

Tabelul 6.4:
Valorile coeficientului de frecare de rostogolire
Material Coeficientul defrecare Observatii
derostogolire U, [cm]
fier pefier 0,005 -
otel moale pe 0,005 -
otel moale
lemn pe lemn 0,05-0,06 esenta tare
lemn pe otel 0,03-0,04 esenta tare
fonta pe lemn 0,046 esenta tare
bila de otel calit 0,001 palier plat
pe otel
bila de otel calit 0,0005 palier sferic
pe otel
roti de vagoane 0,05-0,1 in functie de
pe sine (la raza rotii, r
franare normala) W, 0JO0,0065 Lt
roti de cauciuc 0,315 la viteza
pe beton obisnuita
roti de trasura pe 1825 la viteza
pava) obisnuita
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Frecarea de pivotare

Frecarea de pivotare este un fenomen cu multe aplicatii in
tehnica, el stand la baza functiondrii ambreiajelor, a pivotilor de
macara, a franelor cu disc, a lagérelor cu inele etc.

Ced ma frecvent, miscarca de pivotare apare in cazul
arborilor verticali, avand sectiunea sub forma circulara sau, in
cazul arborilor de dimensiuni mari, sub forma de coroana
circulara, aga cum se arata in Figura 6.19.

M M

G

7

- -

< |

Fig. 6.19.

Considerand coeficientul de frecare de alunecare, , intre
arbore si lagar si presiunea, p, uniform exercitatd pe toatad
suprafata de sprijin, se poate scrie
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N N
== 6.21
P A HRZ—rZ) (621)

Tn care s-a notat cu N marimea reactiunii normale la suprafata de
sprijin, iar cu R si r razele coroanei circulare.

Asa cum se observa si in Figura 6.19, s-a considerat un
element din suprafata coroanei circulare, de arie

dA =p Ldp [dl6 (6.22)
reactiunea normald corespunzdtoare acestui element fiind
dN = p[dA = p[p [dp [dO (6.23)

iar forta de frecare elementard, tangentd la cercul de razd p si
avand sensul invers tendintei de miscare, este

dT = pdN = pp [p Cdp [l (6.24)

In aceste conditii, momentul de frecare de pivotare
elementar este

dM, =pdT = up[p? [tip (66 (6.25)

Momentul de pivotare pentru toatd suprafata coroanei
circulare este

2n R 3 3
R*—r
M, :J’de :upJ’dGJ’pzdp:ZT[mp (6.26)
S 0 r
sau, daca se tine cont de relatia (6.21),
2 R®-r°
P ZEHRZ_rZ N (627)
Pentru echilibru trebuie indeplinita conditia
2 R-r°
0 S 5“ RE_ 2 (6.28)
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In cazul sectiunii circulare, r =0 si
2
M, = guR N (6.29)

Pentru echilibru trebuie indeplinitd conditia

2
M, < ZHRIN (6.30)

6.2.3.2. Frecdrile in cazul lagarelor si articulatiilor

Acest tip de frecari reprezinta un fenomen deosebit de
complex, care apare la miscarea fusurilor mobile in lagarele
radiale fixe, arolelor mobile pe fusuri fixe etc.

Observatia 6.8:

Se vor avea in vedere doar problemele legate de frecarea
uscata care, desi nu se realizeaza practic, permite determinarea
relatiel momentului cuplului de frecare din lagére si articulatii.
In realitate, utilizarea lubrifiantilor modifici esential aceasti
problema si implicit rezolvarea ei, fiind necesara utilizarea
ecuatiilor de miscare ale fluidelor viscoase.

Frecarea in articulatii

Asa cum se cunoaste deja, articulatia permite unui solid
rigid sa efectueze numai miscdri de rotatie In jurul unui punct
fix.

In Figura 6.20 s-a considerat un solid rigid articulat Tn
punctul fix O. Asupra rigidului actioneaza un sistem de forte al
caror torsor de reducere in punctul de articulare este dat de

vectorul fortd rezultanti R si de vectorul moment rezultant

M.

Experientele efectuate in mod sistematic au aratat ca sub
actiunea cuplului de moment M, Situat Tintr-un plan
perpendicular pe axa de rotatie, solidul rigid nu se roteste pana
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cand marimea cuplului aplicat nu depaseste o anumita valoare
limita.

\ 4

Fig. 6.20.

Explicatia este datd de aparitia fortelor de frecare pe
suprafetele In contact, ca urmare a neregularitatilor acestora si a
deformatiilor care se produc in articulatie. Aceste forte de

frecare genereazi un cuplu de moment M, numit cuplu de
frecare in articulatie.

Marimea acestui cuplu nu poate depasi valoarea,
determinatd experimental,

M, <p, IR (6.31)

Eliberand solidul rigid de legatura din punctul O prin
introducerea reactiunii R' si scriind torsorul de reducere al
fortelor aplicate si al fortelor de legaturd in raport cu punctul de
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articulare, se obtin conditiile de echilibru static exprimate de
ecuatiile vectoriale

R+R'=0
_ (6.32)
My,+M';=0
care se pot proiecta pe axele sistemului de coordonate
Fq +R', =0 Fi+R', =0 F; +R', =
> 3 >
) ) ] (6.33)
Mo (R Ry )=0; MolFiiRYy)=0; Mo(Fi:R',)=0
1=1 © ; ( g ) ; ©

Pentru rezolvarea problemelor ridicate de echilibrul
solidului rigid considerat, articulat in punctul O, si care necesita

determinarea marimilor reactiunii R' si a momentului cuplului
de frecare M, relatiilor (6.32) respectiv (6.33) li se adaugi
conditia data de relatia (6.31).

Frecarea in lagirele de alunecare

Este cunoscut faptul ca arborii si osiile se sprijind, pentru
asigurarea unei bune functionari, pe lagare. Portiunile din arbori
sau din osii care vin in contact cu lagarele se numesc fusuri.
Dupa felul lagérului folosit, in timpul rotatiei fusului, poate avea
loc 0 alunecare (cazul lagarelor de alunecare) sau o rostogolire
(cazul lagarelor de rostogolire).

a) Frecarea in lagirele de alunecare cu joc

Lagarele de alunecare cu joc, nu realizeaza strangere la
contactul dintre fusul arborelui si lagir. In acest caz, contactul se
realizeaza, teoretic, intr-un punct, A, cain Figura 6.21.

Asupra fusului arborelui actioneaza un sistem de forte
exterioare al caror torsor de reducere in raport cu centrul O al
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fusului este dat de vectorul forta rezultanti R si de vectorul
moment rezultant M, .

_v_
F

Fig. 6. 21.

Deoarece vectorul M este orientat dupa axa fusului, el
are tendinta de a imprima acestuia o miscare de rotatie careia i
se opune cuplul de frecare din lagarul de alunecare cu joc, de
moment M .

Este important sd se observe ca datorita jocului dintre fus
si lagar, fusul poate fi asimilat cu o roatd rezematd pe o
suprafata curba.

Eliberand legatura din punctul A prin introducerea
reactiunilor N si Tsi scriind torsorul de reducere al fortelor
aplicate si al fortelor de legdtura in raport cu centrul O al
fusului, se obtin conditiile de echilibru static exprimate de
ecuatiile vectoriale

0
IO:0

+R'
(6.34)
o+

= =l
=
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Tinand seama ca s-a notat cu r raza fusului, relatiile (6.34),
proiectate pe axele sistemului de coordonate, se scriu

p;(§+ﬁ')=o@ T-Fsina =0

R+R')=0 = N-Fcosa =0 (6.35)
> R+R)
Y M, (RiR)=0 = M, -M, +FlIsna =0

Pentru rezolvarea problemelor ridicate de echilibrul
arborelui considerat, rezemat cu joc in punctul A intr-un lagar de
alunecare, si care necesiti determinarea marimilor reactiunii R’
si a momentului cuplului de frecare M, relatiilor (6.35) li se

la»

adaugd conditiile

T <uN (6.36)

M la = Ur N .
Prin rezolvare se obtin urmatoarele solutii

T =Fsina

N = Fcosa (6.37)

M, =M, (R)-Fiisina

care, introduse 1n inecuatiile date de relatiile (6.36) conduc la
conditiile de echilibru
tga < p
. 6.38
MOSFDTEsnOH&cosa@ (6:38)
r

In cazul echilibrului la limitd si pentru valori foarte mici
ale unghiului a, relatia (6.38) se poate aproxima cu relatia (6.39)
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tgo =
MOSFBErﬁiE=FBmh (6:39)
r

&

in care s-anotat cu p,, = +— coeficientul de frecare in cazul
r

lagarelor de alunecare cu joc.

Conform principiului actiunii §i reactiunii, momentul
cuplului de frecare din lagarul de alunecare cu joc, M, este egal
in modul si are sensul opus vectorului moment rezultant M,

iar reactiunea R' introdusa de fortele de legaturd, este egali in

modul si de sens opus rezultantei fortelor aplicate, R. Prin
urmare, este valabila relatia

M, < RO, (6.40)

b) Frecarea in lagirele de alunecare fara joc

Lagarele de alunecare fard joc (sau cu strangere),
realizeaza contactul dintre fusul arborelui si lagar pe intreaga
periferie a fusului, Tn fiecare punct teoretic de contact, A,

i=1...n, actionand o reactiune normalid N,, i=1...n si o fortd de
frecare de alunecare T ,i=1...n, asa cum se arata in Figura 6.22.
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Fortele de frecare se reduc la un cuplu, numit cuplu de
frecare in lagarele de alunecare fara joc, al carui moment este

|v|,a:ZrEri :“E“.iN‘ (6.41)

in care, r reprezintd raza fusului arborelui iar [ reprezinta
coeficientul de frecare de alunecare.
Relatia (6.41) se mai poate scrie
N;
M, :uDT':TR':ulaDTEIR' (6.42)

in care, R’ reprezinta reactiunea din lagar in ipoteza ca nu exista

RI
cazul lagarelor de alunecare fara joc.

frecare, iar Y, =

se numeste coeficient de frecare in

Observatia 6.9:
Expresia coeficientului de frecare in cazul lagarelor de
alunecare depinde de legea de variatie a reactiunilor normale

N,, i=1...n, pe suprafata de contact dintre fus si lagir si se
determina experimental.

¢) Frecarea in lagérele de rostogolire

In Figura 6.23 &) s-a considerat un punct de contact, A,
i=1...n, intre fusul unui arbore si una din bilele rulmentului pe
care se sprijind arborele in timpul functiondrii. In punctul

considerat se dezvolti o reactiune normalad N, i=1...n, o fortd
de frecare T, i=l...n si un cuplu de rostogolire avand
momentul M, i=1...n.

Considerand ca raza fusului arborelui este r, cuplul de
frecare Tn lagarele de rostogolire are un moment care se
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determind din ecuatia de momente in raport cu centrul O al
fusului

M, :Z(Ti F+M,) (6.43)

Bila
rulmentului

Fus

a) b)

Fig. 6.23

Pentru calculul expresiilor T, si M, se considera una din

bilele rulmentului de raza rp,, ca in Figura 6.23 b). Neglijand
greutatea proprie a bilei si scriind ecuatia de momente in raport
cu centrul sdu, se obtine

T 2r, =M, -M', (6.44)

La limita, cand fusul si bilele sunt gata sa se rostogoleasca,
se pot scrie relatiile

M ri = Ni |]’lrl

M'ri = I\Ii L—lurz
unde P si W2 sunt coeficientii de frecare de rostogolire intre fus
si bila, respectiv intre bila si inelul rulmentului.

Din relatiile (6.44) si (6.45) se deduce expresia pentru
determinarea marimii fortei de frecare, T,
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1 = N +ie) (6.46)
2r,

si a marimii momentului cuplului de rostogolire M,

n +l-l
M, =$ N, E’L 21+ 6.47
Ir IZ i 2rb p‘rl% ( )

Ni
M :r.Z HatHe | Ho

E?': W, GR (648)

" R H o, r
in care, R’ reprezinta reactiunea din lagar in ipoteza ca nu exista
n
Ni
_ 4 +
frecare, iar W, === Ho P+ B se numeste
R H 2r, r

coeficient de frecare in cazul lagarelor de rostogolire.

Observatia 6.10:

Expresia coeficientului de frecare in cazul lagarelor de
rostogolire depinde de legea de variatie a reactiunilor normale
N,, i=1...n pe suprafata de contact dintre fus si lagar si se

determind experimental, dar valoarea acestui coeficient este mult
mai mica decat in cazul lagarelor de alunecare cu strangere.

Observatia 6.11:

Analizand relatiile (6.31), (6.40), (6.42) si (6.48) se poate
concluziona ca frecarea in articulatii si lagare se manifesta
printr-un cuplu de frecare avand momentul dat de una dintre
relatiile mentionate anterior, valoarea acestui moment fiind una
aproximativa si depinzand de valoarea determinatd experimental
a coeficientului de frecare si care variaza semnificativ cu viteza
de rotatie a arborelui sau osiei considerate.
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6.2.3.3. Frecdrile in cazul prinderilor cu fire

Problema frecarilor in cazul in care solidele rigide sunt
supuse la legaturi prin legare cu fire, va fi prezentata pe larg in
cadrul Capitolului 7.

APLICATII

9. Enunt

Pentru roata motoare din figura, avand raza r, se cere sa se
studieze conditiile de echilibru static, cunoscand unghiul de
inclinare, a, al planului inclinat si valoarea coeficientului de
frecare de aunecare, Y si coeficientul de aunecare de
rostogolire, .

A
3

Rezolvare

Roata motoare consideratd, poate avea tendinte de
rostogolire in sus si Tn jos pe planul Inclinat si tendinte de
alunecare numai in jos, sub actiunea momentului motor M si a
fortei motoare F.

La limita, ecuatiile scalare de echilibru static, pentru roata

motoare eliberatd de legdturi, la care se adaugd si conditiile
impuse de existenta frecdrii, se scriu astfel:
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T-F-Gsna=0

N -Gcosa =0
MoxtM, -Tk=0
T =puN

M, =u,N

n care, semnul + corespunde tendintei de rostogolire in sus pe
planul Tnclinat, iar semnul — corespunde tendintei de rostogolire
njos.
Se obtin expresiile pentru valorile limita
F=G(ucosa -sina)

M, =G i+ P Hosa
0 rQ

Se deosebesc urmatoarele situatii posibile, in conditiile in

) M,
care se noteazd C= ————!
G [t [¢osa
Miscari Valoareac Forta motoare
posibile F
Alunecarea nu este posibild
Echilibru M, M,
(autofranare) Moo m<C<H+—"
R lirein —g
wOSSIOQO e oo pshe F< G(ucosa -sina)
r
Rostogolire in U,
jos C<u=="
Se manifestd fenomenul de patinare

Alunecare in M, M,
jos HTe
Alunecarein u
jos si C>p+=r .
rostogolire in F> G'(“COSCx —sma)
sus
Alunecarein U,
jos si C<u- i
rostogolirein
jos
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7 |

10. Enunt

Sa se determine
lungimea, notatd cu a,
apartinand  portiunii  de
ghidare a tijel tachetului
din figura, pentru evitarea
autoblocdrii, dacd asupra
acestuia actioneazd forta,
F, imprimatd de cama
motoare §i reactiunea, R, a
arcului. Se cunoaste
valoarea coeficientului de
frecare, y, care este aceeasi
n toate punctele de contact
cu ghidajul.

Rezolvare

Eliberand legaturile si
introducand reactiunile
corespunzdtoare, se scriu
urmatoarele ecuatii scalare
de echilibru static, care

trebuie Indeplinite pentru functionarea corecta a tachetului

N,-N, =0
F>R+T,+T,

FDH'(Tz _Tl)

~-N,[@=0
2

la care se adaugd conditiile impuse de aparitia fenomenului de

frecare

T, =pIN,;
T, =pIN,
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Prin rezolvare se obtine
R< FEL -2u X B
O ar

pentru ca relatia obtinuta sa fie posibild, trebuie ca lungimea de
ghidare sa satisfaca conditia

a—2u§>0
a

Se mentioneazd cd distanta x la care actioneaza forta

motoare F este, de obicei, cunoscuti, ea fiind determinati de
profilul camei de actionare.

11. Enunt

In figurd se considerd o pani de forma unui triunghi
isoscel cu unghiul la varf 2a. Coeficientul de frecare de
alunecare intre pana si locasul ei este 1. S& se determine conditia
de autofixare a penei in locas si raportul dintre forta necesara
introducerii, respectiv scoaterii penei din locas.

A

introducere scoatere

Rezolvare
Eliberand legaturile si introducdnd reactiunile cores-
punzatoare, se scriu urmatoarele ecuatii scalare de echilibru
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static care trebuie indeplinite pentru introducerea respectiv
scoaterea penei in/din locasul sau

F= 22 N, sina +22;1Ni cosa = 2(sina +ucosa)i N,
F = 22 uN; cosa —22 N, sina = 2(ucosa —sina)i N,

Impartind cele doua relatii, se obtine

F _sina +pcosa
F, pcosa-sna

Pentru ca pana sd ramand autofixata dupa batere, este
necesar ca valoarea fortei de scoatere sa fie pozitiva sau cel
putin nuld, adica

pcosa —-sna =0 = tga <
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CAPITOLUL 7
STATICA SISTEMELOR MATERIALE

Acest capitol trateazd unele aspecte esentiale privind
statica sistemelor de puncte materiale si de solide rigide
oarecare, In particular de bare articulate. In ultima parte se va
trata si statica firelor. Capitolul prezinta si cateva aplicatii
rezolvate, considerate a fi reprezentative pentru problematica
studiata.

7.1. STATICA SISTEMELOR
DE PUNCTE MATERIALE

Definitia 7.1:
Se numeste sistem de puncte materiale, o multime finita
de n puncte materiale afl ate in interactiune mecanica.

Un sistem de n puncte materiale libere in spatiu, are 3n
grade de libertate, deoarece pentru un singur punct apartinand
sistemului, este necesara cunoasterea a 3 parametri scalari
independenti care ii definesc pozitia in spatiu.

Un sistem de n puncte materiale supus la legéturi, are
anumite restrictii geometrice impuse de aceste legaturi si care
sunt exprimate cu ajutorul unui numar, m, de relatii scalare
independente intre ele. Numarul gradelor de libertate, N, pentru
un sistem spatial de puncte materiale se determina cu relatia

N=3n-m (7.0

Legaturile punctelor materiale ale unui sistem pot fi:

» interioare (cand se limiteaza libertatea de miscare
reciprocd a doud puncte materiale apartindnd sistemului);

» exterioare (cand se limiteaza libertatea de miscare a
unora din punctele materiale apartinand sistemului in raport cu
mediul exterior).

Fortele care actioneaza asupra unui sistem de puncte
materiale pot fi:
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> exterioare, F, i=1..n sunt fortele cu care

actioneaza mediul material exterior asupra sistemului de puncte
materiale (indicele exprima punctul din sistem asupra caruia se
actioneaza);

> intericare, F;,
exercitd intre doud puncte materiale apartinand sistemului
(indicele 1 se referd la punctul asupra caruia este aplicata forta,
iar indicele j se referd la punctul care exercitd aceasta forta).

I,j=1..,n,i #] sunt fortele care se

Definitia 7.2:
Un sistem de n puncte materiale se numeste in echilibru
static, daca fiecare punct material al sdu este in echilibru.

Exprimarea analitica a definitiei 7.2, reprezinta conditia
necesara si suficientd pentru realizarea echilibrului static a unui
sistem de puncte materiale si se scrie:

R +Z'_:u =0, i=12,..,Mmi#] (7.2)
£

Relatiile (7.2) reprezinta sistemul fundamental al
ecuatiilor de echilibru static pentru un sistem de n puncte
materiale si se poate scrie desfasurat in forma urmatoare

FR+FR,+.F+..+F, =0
E

_ (7.3)

 +F,+.F,+.+F ., =0

I_:n +I—: nj n

n

Adunand membru cu membru ecuatiile sistemului (7.3), se
obtine

212



STATICA SISTEMELOR MATERIALE

F+ F =0, i#] (7.4)
2520
Deoarece fortele interioare F,

5 Li=L.,n, i#] sunt
doua cate doua egale in modul si opuse ca sens, suma dubla din
relatia (7.4) este nula.

Se obtine astfel, prima conditie necesara pentru ca un
sistem de puncte materiale s fie in echilibru: suma vectoriala a
fortelor exterioare sd fie nuld, ceea ce se traduce prin

il_:i =0, i=1..,n (7.5)

Multiplicand relatiile (7.3) vectorial la stinga cu 1, T,,...,
respectiv T, si adunandu-le apoi membru cu membru, se obtine

SiFEeSSiRs0is a9
E EWE

Suma dubla din relatia (7.6) este, de asemenea, nula.

Se obtine astfel, a doua conditie necesard pentru ca un
sistem de puncte materiale sa fie n echilibru: suma vectoriala a
momentelor fortelor exterioare sa fie nula, ceea ce se traduce
prin

n

ZﬁXI_:i:O, i £ ] (7.7)

Relatiile (7.5) si (7.6) conduc la urméatoarea concluzie:

Pentru ca un sistem de puncte materiale sa fie in echilibru
static, este necesar ca torsorul fortelor exterioare care il
actioneaza sa fie nul, in raport cu un punct arbitrar ales.

Pe aceastd baza au fost enuntate urmatoarele teoreme:
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Teorema (teorema solidificarii):

Daca un sistem de puncte materiale deformabil este in
echilibru static, atunci el ramane in echilibru si daca este
considerat rigid.

Teorema (teorema echilibrului partilor):

Daca dintr-un sistem de puncte materiale, aflat in echilibru
static, se izoleazd o parte (denumitd subsistem), ea este in
echilibru sub actiunea fortelor care o actioneaza.

7.2. STATICA SISTEMELOR DE SOLIDE RIGIDE

Definitia 7.3:
Se numeste sistem de solide rigide, o multime finita de n
corpuri materiale rigide aflate in interactiune mecanica.

Ca si in cazul solidului rigid, pentru a defini complet
pozitia unui sistem de solide rigide, trebuie cunoscut numarul
gradelor de libertate.

Un sistem de n solide rigide libere in spatiu, are 6n grade
de libertate, deoarece pentru un singur rigid apartinand
sistemului, este necesard cunoasterea a 6 parametri scalari
independenti care 1i definesc pozitia in spatiu.

Un sistem de n solide rigide supus la legaturi, are anumite
restrictii geometrice impuse de aceste legaturi §i care sunt
exprimate cu ajutorul unui numar, m, de relatii scalare
independente intre ele. Numarul gradelor de libertate, N, pentru
un sistem spatial de solide rigide se determina cu relatia

N=6n-m (7.8)

Legaturile unui sistem de solide rigide sunt de tipul celor
studiate la statica solidului rigid supus la legaturi (v. Capitolul 6
paragraful 6.2.) si pot fi:

» interioare (cand se limiteaza libertatea de miscare
reciproca a doud corpuri materiale apartinand sistemului);
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» exterioare (cand se limiteaza libertatea de miscare a
unora din corpurile materiale apartinand sistemului in raport cu
mediul exterior).

Fortele care actioneazd asupra unui sistem de n solide
rigide pot fi:

> exterioare, I_:i, i=1..,n sunt fortele cu care

actioneaza mediul material exterior asupra sistemului de solide
rigide (indicele i exprima rigidul din sistem asupra cdruia se
actioneaza);

> interioare, F;,
exercitd intre douad solide rigide apartinand sistemului (indicele i
se referd la rigidul asupra cdruia este aplicatd forta, iar indicele j
se referd la rigidul care exercita aceasta fortd).

i,j=1..,n,i #] sunt fortele care se

Definitia 7.4:

Un sistem de n solide rigide se numeste Th echilibru static,
daca fiecare corp material al sau este in echilibru si reciproc, n
corpuri materiale aflate in echilibru, alcatuiesc un sistem de
soliderigide aflat Tn echilibru static.

Problemele privind statica sistemelor de solide, sunt
aceleasi ca si In cazul staticii solidelor rigide si al sistemelor de
puncte materiale. Pentru rezolvarea acestora, se recomandd mai
multe metode, care au la baza teoremele prezentate in studiul
staticii sistemelor de puncte materiale.

Metoda izolarii corpurilor

Daca un sistem de solide rigide libere sau supuse la
legaturi este in echilibru static, atunci fiecare solid rigid al
sistemului material este in echilibru static.

Aplicarea acestei metode presupune parcurgerea urmato-
rului algoritm:

a) se izoleaza fiecare rigid al sistemului considerat,
aplicandu-i toate fortele exterioare si interioare, si se introduc
elementele mecanice (forte §i momente) corespunzdtoare
legaturilor care-l actioneaza (este important de retinut cd la
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introducerea fortelor interioare si a elementelor mecanice de
legatura trebuie sa se aiba in vedere respectarea principiului
actiunii §i reactiunii);

b) se scriu si se rezolva ecuatiile de echilibru static.

Metoda izolarii corpurilor este cea mai generala metoda de
studiu a echilibrului sistemelor de solide rigide si se dovedeste
eficientd atunci cand este necesard cunoasterea reactiunilor
introduse de legaturile la care este supus sistemul si a tuturor
parametrilor care determind pozitia sa de echilibru

APLICATII

1. Enunt

In figura se consideri o sfera avand greutatea 2P care este
rezemata fara frecare, in punctele A si B, pe doua semisfere
avand, fiecare, greutatea P. Cunoscand valoarea unghiului o, se
cere sa se determine valoarea coeficientului de frecare, y, dintre
semisfere si suprafata orizontald, pentru ca sistemul considerat
sa fie in echilibru.

Rezolvare
Se aplica metoda izolarii corpurilor. Asa cum se arata si in
figura, s-au izolat corpurile, s-au eliberat de legaturi si s-au
figurat toate fortele care actioneaza fiecare corp in parte.
Pentru corpul I se scriu urmatoarele ecuatii scalare de echilibru
N, cosa — N cosa =0

N,sna+Ngsna-2P=0
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corpul I corpul II

Prin rezolvare se obtine
P
N, =N.=——
A% dna
Pentru corpul II se scriu urmatoarele ecuatii scalare de
echilibru
Ngzcosa—-T=0
-Ngsna-P+N=0
NXx=0
La aceste ecuatii se adaugad conditia impusa de existenta
frecarii
T<uN
Prin rezolvare se obtine
N =2P 1
x=0 si, deci, U= ECth(
T = Pctga

Metoda solidificarii

Daca un sistem de solide rigide libere sau supuse la
legaturi este in echilibru static, atunci el poate fi considerat ca
un solid rigid unic obtinut prin solidificarea sistemului
considerat initial.

217



CURS DE MECANICA PENTRU INGINERI

Aplicarea acestei metode presupune parcurgerea urmato-
rului algoritm:

a) se considera sistemul de solide rigide, ca un singur
corp material caruia i1 se aplicd toate fortele exterioare si se
introduc  elementele  mecanice (forte §i  momente)
corespunzatoare legaturilor cu mediul material exterior;

b) se scriu si se rezolva ecuatiile de echilibru static.

Metoda solidificarii corpurilor se aplica, in general, atunci
cand este necesard cunoasterea doar a reactiunilor introduse de
legaturile la care este supus sistemul de solide rigide cu mediul
material exterior.

APLICATII

2. Enunt
In figura de mai jos, se considera un sistem de solide

rigide alcatuit din bare, A_B % EF fixate prin articulatiile
din punctele B, C, D, E si prin reazemul simplu din punctul A.

B
/\ /\;
D " D
E F

a

A

< »le
< €

Se cere sa se determine reactiunile din legaturile exte-
rioare, cunoscand forta P, valoarea unghiului o si distanta a.

Rezolvare

Se aplicd metoda solidificarii corpurilor.

Asa cum se aratd si In figurd, barele s-au solidificat si
corpul astfel obtinut s-a eliberat de legaturile exterioare
(articulatia din punctul C si reazemul simplu din punctul A) si
S-au figurat fortele exterioare care actioneaza acest corp.
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Se scriu urmatoarele ecuatii scalare de echilibru

—-H+Pcosa =0
V-Psna+N=0
N [2a-P[2asina —Placosa =0

Prin rezolvare se obtine

N = PZSmO( + cosa
2
H = Pcosa
V =—Ecosa
2

Metoda echilibrului partilor

Daca un sistem de solide rigide libere sau supuse la
legaturi este in echilibru static, atunci o parte oarecare din
sistem, poate fi considerat ca un solid rigid aflat, de asemenea,
n echilibru static.

Aplicarea acestei metode presupune parcurgerea
urmatorului algoritm:

a) se izoleaza subsistemul care urmeaza a fi studiat,
caruia i1 se aplica toate fortele exterioare si interioare $i se
introduc elementele mecanice (forte si momente) corespun-
zatoare legdturilor care-l actioneaza,;

b) se scriu si se rezolva ecuatiile de echilibru static.

Metoda solidificdrii corpurilor se aplica, in general, atunci
cand este necesara cunoasterea doar a reactiunilor introduse de
legaturile la care este supus sistemul de solide rigide cu mediul
material exterior.

APLICATII

2. Enunt
Laminorul din figurd, este format din doi cilindri verticali
de raza r, care se rotesc in sens opus. Distanta dintre cilindri este
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a, iar coeficientul de frecare dintre corpul laminat si cilindri este
H=01. Sa se determine grosimea maxima, d, a corpului de
laminat.

Na
A
Ts
d d _
Ta
B
NsB
Rezolvare

Se aplica metoda echilibrului partilor .

Asa cum se vede si 1n figura, s-aizolat corpul de laminat,
cel care prezinta interes pentru rezolvarea problemei, si s-a
eliberat de legaturile cu cei doi cilindri In punctele A si B si s-au
figurat reactiunile care actioneaza acest corp.

Se scrie urmatoarea ecuatie scalara de echilibru care face
posibila laminarea

(N, +Ng)sina<p(N, +N,)cosa
de unde,
tga <

Laminarea este posibila numai daca unghiul de prindere,
o, este mai mic decét unghiul de frecare.

Grosimea maxima de laminare se obtine din relatia
geometrica ce poate fi scrisd in trapezul ABO,0;.

d+2rcosa =a+2r
de unde
d=a+2r(1-cosa)
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Din conditia de laminare se obtine

cosa =

1

J1+p?

d<a+2rd- ! H
l+p2€

7.3. STATICA SISTEMELOR MATERIALE
ARTICULATE - GRINZI CU ZABRELE

si deci,

Definitia 7.5:

Un sistem tehnic spatial sau plan alcatuit din bare rectilinii
rigide, articulate intre ele Tn puncte numite noduri, se numeste
grinda cu zabrele.

In tehnica, aceste sisteme tehnice nedeformabile de bare
legate intre ele prin articulatii si capabile sd suporte solicitarile
pentru care au fost proiectate, se intdnesc la podurile de cae
ferata, la podurile rulante industriale, la stalpii de sustinere ai
cablurilor electrice, la constructiile metalice ale macaralelor, la
structurile de acoperis etc.

Observatia 7.2:
In continuare, vor fi prezentate si analizate numai
sistemele materiale articulate plane — grinzi cu zabrele plane.

7.3.1. Definitii. Ipoteze simplificatoare

C D

Fig. 7.1.
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In Figura 7.1, s-a considerat o grinda plana cu zibrele,
pentru care se disting urmatoarele elemente constructive:

» nodurile — care sunt reprezentate de punctele de
articulareabarelor (A, B,C, D, E, F);

» talpile — care sunt reprezentate de barele exterioare ale
grinzii (ACDB si AEFB);

» zabrelele — care reprezinta barele care leaga talpile
intre ele. Daca zabrelele sunt verticale, ele se numesc montanti
(CE, DF) iar daca zabrelele sunt inclinate, ele se numesc
diagonale (CF);

» legaturile exterioare ale grinzii cu zabrele — care pot fi
reprezentate de articulatii (A) si reazeme simple (B).

Problema care trebuie rezolvata in cazul grinzilor cu
zabrele se referd la determinarea marimii si orientarii eforturilor
care solicitd barele sistemului tehnic considerat.

Sunt valabile urmatoarele ipoteze simplificatoare:

» barele care alcatuiesc grinda cu zabrele sunt modelate
ca linii materiale, ele fiind considerate rectilinii si avand
sectiunile transversale de dimensiuni neglijabile in raport cu
lungimealor;

» nodurile care alcatuiesc grinda cu zabrele sunt
modelate ca puncte materiale, articulatiile care fac legatura intre
bare fiind considerate plane, de dimensiuni mici si fara frecare;

» eforturile exterioare care actioneaza asupra unei grinzi
cu zdbrele sunt aplicate numai in noduri si sunt coplanare cu
grinda;

» greutatea proprie a barelor care alcatuiesc grinda cu
zabrele, care nu este aplicatd In nodurile unei bare, se
descompune in doud componente paralele care actioneazd in
cele doua noduri;

» eforturile interioare care actioneaza in barele unei
grinzi cu zabrele, sunt aplicate numai in noduri si actioneaza pe
directia longitudinala a axei geometrice a barei, fiind forte de
intindere sau de compresiune (se presupune initial ca eforturile
sunt de intindere. Dacd din calcule rezultd valori pozitive,
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Tnseamna ca intr-adevar eforturile sunt de intindere; daca rezulta
valori negative, atunci eforturile sunt de compresiune; daca
rezultd valoarea zero, atunci bara nu este solicitatd);

» sistemul tehnic reprezentat de o grinda cu zabrele se
considera plan si nedeformabil la actiunea eforturilor exterioare.

Realizarea tehnica a sistemelor materiale plane articulate,
este, in realitate, mult mai complicata.

Astfel, la grinzile cu zabrele, articulatiile sferice sau
cilindrice cunoscute, sunt inlocuite cu placi metalice numite
gusee, prin intermediul carora barele care alcatuiesc grinda se
fixeaza prin nituire sau sudare —n cazul grinzilor metalice — sau
cu elemente de continuitate — cazul grinzilor de beton — sau cu
articulatii metalice — cazul organelor de masini. Deoarece acest
mod de fixare impiedica rotirea relativd a barelor intre ele, nu se
poate vorbi despre o articulatie propriu-zisa, asa cum a fost ea
realizare a legaturilor, nu se poate spune cd in punctele de
articulare nu apar frecari. De asemenea, sunt situatii cand
dimensiunile §i greutdtile proprii ale barelor care alcatuiesc
grinda cu zibrele nu se pot neglija. In general, fortele care
actioneaza o grinda cu zabrele sunt aplicate si pe bare, nu numai
n noduri (presiunea vantului, de exemplu). Tn redlitate, sub
actiunea multiplelor solicitari statice i dinamice la care este
supusd, o grindd cu zadbrele reprezinta un sistem tehnic
deformabil.

Rezistenta materialelor, alaturi de teoriile elasticitatii si
plasticitatii, ofera suportul teoretic si mijloacele matematice de
rezolvare a problemelor ridicate de studiul grinzilor cu zabrele,
in conditii cat mai apropiate de realitatea tehnica.

In continuare, se va tine seama insi de ipotezele
simplificatoare prezentate anterior, avand in vedere faptul ca
studiile din aceste discipline au dovedit ca la o grinda cu zabrele
bine conformata (cu unghiuri intre bare adiacente mai mari de
30%) aceste ipoteze sunt foarte apropiate de realitate.
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Se poate conchide astfel, ca pentru a putea indeplini
functiile constructive pentru care a fost proiectatd, o grinda cu
zabrele, sub actiunea unui sistem de forte exterioare, trebuie sa
satisfaca conditiile de rigiditate geometricd si sd aibd o pozitie
invariabila fata de punctele de legatura care o fixeaza in raport
cu mediul material exterior.

Pentru ca rigiditatea geometrica si fixarea in plan a unei
grinzi cu zabrele sa fie asigurate, este necesar sa fie respectata o
relatie bine determinatd intre numarul barelor, b i numarul
nodurilor, n din care aceasta este alcatuita.

Tn baza ipotezelor simplificatoare acceptate, un nod izolat
al unei grinzi cu zabrele reprezinta un punct material care, sub
actiunea unui sistem concurent de forte plane, trebuie sd fie in
echilibru static. Aceasta conditie este exprimatd de doud ecuatii
scalare, deci de 2n ecuatii scalare de echilibru pentru toata
grinda. In aceste ecuatii apar ca necunoscute fortele care
actioneazd in cele b bare ale sistemului si reactiunile, r,
introduse de legaturile cu mediul material exterior.

O conditie necesard pentru ca grinda cu zabrele sa fie
static determinata este ca numarul ecuatiilor scalare de echilibru
static care se pot scrie sd fie egal cu numarul necunoscutelor
introduse in sistem. Prin urmare, o conditie necesara este relatia

2n=b+r (7.9)

Este necesar, asa cum s-a precizat anterior, ca pozitia
fiecarui nod, 1n raport cu celelalte sa fie invariabila, iar sistemul
tehnic, in ansamblul sau, sa aiba numarul necesar si suficient de
legaturi care sa-i asigure fixareain plan.

Pozitia relativd a unui nod, 1, fatd de

i i un nod, j, este invariabila, cand cele doua

noduri sunt legate printr-o bara de lungime
i i constantd, aga cum se arata in Figura 7.2.

a) b) Un al treilea nod, k, necesitd doua
bare, i-k si j-k, pentru alegat de primele

Fig. 7.2. doua noduri considerate.
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Se obtine astfel, cea mai simpla figura geometric
invariabild, triunghiul. Orice alt nod poate fi legat de restul
Structurii prin intermediul a doua bare.

Se poate conchide ca, pentru fiecare nod al unei grinzi cu
zabrele sunt necesare doud bare, cu exceptia primelor doud
noduri pentru legarea carora este suficientd o singura bara. Prin
urmare, pentru a realiza o pozitie geometrica invariabild, este
necesar ca grinda cu zabrele sa aiba un numar de bare,

b=2(n-2)+1=2n-3 (7.10)

In plus, trebuie prevazut si numirul minim de legaturi
pentru a fixa grinda in raport cu mediul material exterior. O
grinda plana este un sistem rigid cu trei grade de libertate, deci,
pentru fixarea ei, legturile exterioare introduc trei necunoscute,

r=3 (7.11)
Insumand relatiile (7.10) si (7.11), se obtine
b+r=2n (7.12)

relatie care exprima conditiile necesare pentru determinarea
numadrului minim de legaturi care asigura stabilitatea geometrica
si pozitia invariabila care fixeaza grinda cu zabrele n raport cu
mediul material exterior.

Relatia (7.12) stabileste conditii cantitative intre numarul
nodurilor, barelor si al reactiunilor introduse de legaturile cu
mediul material exterior, dar nu dau nici o indicatie in ceea ce
priveste modul de distribuire al acestor elemente. De acees,
relatia (7.12) este necesara, dar nu si suficientd, pentru studiul
echilibrului static al unei grinzi cu zabrele.

7.3.2. Metode analitice si grafice de studiu
a echilibrului static al grinzilor cu zabrele

Se cunosc urmatoarele modalitati de studiu a echilibrului
static al grinzilor cu zabrele:
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» metoda izolarii nodurilor;
» metoda sectiunilor (metoda Ritter);
» metoda grafica:

» metoda Cremong;

» metoda Culmann

Metoda izolarii nodurilor

Metoda izoldrii nodurilor este o metodd analitica de
determinare a fortelor care solicitd barele unei grinzi cu zabrele
si se bazeaza pe teorema echilibrului partilor. In baza acestei
teoreme, pentru o grindd cu zdbrele aflatd in echilibru static,
orice parte a sa este in echilibru, deci si orice nod al sau este in
echilibru static.

Metoda constd in izolarea tuturor nodurilor grinzii cu
zabrele, fiecare nod fiind considerat un punct material actionat
de un sistem de forte coplanare concurente in nodul considerat.
Pentru fiecare nod izolat se pot scrie doua ecuatii scalare de
echilibru, deci, pentru o grinda cu zabrele avand n noduri, se pot
scrie 2n ecuatii scalare de echilibru. Evident, in urma izolarii
nodurilor, barele grinzii introduc ca necunoscute fortele care le
actioneaza, la care se adauga, tot ca necunoscute, reactiunile
introduse de legaturile eliberate.

Pentru aplicarea metodei izolarii nodurilor, se izoleaza, pe
rand, fiecare nod, urmarind ca, la fiecare izolare, sa nu existe
mai mult de doud necunoscute. Pentru aceasta, este util sa se
determine, mai intai, reactiunile din legaturile exterioare, prin
metoda solidificarii, prezentata la paragraful 7.2. Pentru cazurile
mai complexe, la care numarul de noduri izolate este mare si
apar noduri in care existd mai mult de doua necunoscute, metoda
rezolvarii succesive a ecuatiilor scalare de echilibru static este
extrem de anevoioasd, fiind necesara utilizarea unor metode
numerice speciale pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare,
metode care permit programarea asistatd de calculator in
vederea scurtarii timpilor de rezolvare.
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Metoda este utilizatd 1n calculele de proiectare, unde
trebuie cunoscute toate fortele care solicita sistemul, In vederea
unei dimensionari corecte.

APLICATII

1. Enunt

Sa se determine fortele din barele grinzii cu zdbrele din
figura de mai jos, formata din sapte bare de lungime |, articulata
in punctul O si simplu rezematd in punctul A. Grinda este
actionata de o forta avand marimea 4P, aplicatd in punctul B si
de o forta avand marimea 2P, aplicata in punctul C.

Rezolvare

Deoarece toate nodurile au mai mult de doua necunoscute,
se determind, mai intdi, reactiunile din legaturile exterioare,
scriind ecuatiile scalare de echilibru pentru grinda solidificata

;(ﬁm'):o -~ H=0
peOx
S M. (RiR)=0 - vm|—2pm—4p%=o

S Mo(R:R)=0N 2! —4P932—'—2P[n=0

de unde, se obtine
H=0 V=2P, N=4P
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Se izoleaza fiecare nod, asa cum se vede si in figura, se
evidentiaza toate fortele care actioneaza asupra nodurilor si se
scriu ecuatiile scalare de echilibru, dupa cum urmeaza:

Nodul A

;(ﬁm'):o « -T,-T,cos0=0
peOx 3

;(§+ﬁ'): 0= 4P+T,sinl=0
r 3
de unde, se obtine

43 83

T,=222p T,=-—2"P
3 3

Nodul B

Z(ﬁ+§'):0 - —T4—T3cosE—@Pcos1—T:O

POX 3 3 3
R+R)=0- —TacosE+%Psin7—T—4P=O

3 3 3 3

de unde, se obtine
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Nodul C

p;x(ﬁ+§'): 0o -T,-T, cos%ugP: 0
;(§+ﬁ')= 0« T5cosg—2P=0
de uncfe, se obtine

T5=4—\/§P; TG:Z_\/ép
3 3
Nodul D
;(§+§')=0 - —T7COS1—T+4—\/§PCOS1—T—4—\/§P=O
PO 3 3 3 3
R+R) =0 -T, cos1—T—4—\/§PsinE:0
3 3 3

p
de unde, se obtine

_43,

T, =
3
Nodul O
;(ﬁm'):o I PN g1 P
peOx 3 3 3
;y(ﬁ+§')=0 - —4—\/§PcosE+2P:0
y 3 3

O ecuatie de la nodul D si ecuatiile nodului O servesc
pentru verificarea corectitudinii rezolvarii problemei.

Metoda sectiunilor (metoda Ritter)

Metoda sectiunilor sau metoda lui Ritter este o metoda
analitica de determinare a fortelor care solicita barele unei grinzi
cu zibrele si se bazeaza pe teorema echilibrului partilor. In baza
acestei teoreme, pentru o grindd cu zdbrele in echilibru static,
orice parte a sa este in echilibru.
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Metoda constd in sectionarea completd a grinzii cu
zabrele, deci sistemul se imparte in doud parti distincte
considerate 1n echilibru. Fortele care actioneaza o parte a grinzii
cu zabrele formeazd un sistem de forte plane, iar conditia de
echilibru se exprima prin trei ecuatii scalare, deci se pot
determina numai trei necunoscute. Sectionarea se face deci, prin
cel mult trei bare intre care trebuie sd se afle si bara care
urmeaza a fi analizata.

Este util sd se determine, mai 1Intdi, reactiunile din
legaturile exterioare, prin metoda solidificarii, prezentata la
paragraful 7.2.

Avantajul esential al metodei consta in faptul ca, pentru
fiecare necunoscutd, este posibild scrierea unei ecuatii scalare
care sa contind numai acea necunoscutd. Aceasta este posibil
dacd se folosesc ecuatii de momente in raport cu puncte
convenabil alese, care sa elimine doud dintre cele trei
necunoscute.

Metoda este specifica mai ales pentru realizarea calculelor
de verificare a dimensiondrilor grinzilor cu zabrele.

APLICATII

2. Enunt

Sa se determine fortele din barele 4 si 5 ale grinzii cu
zabrele din figura de mai jos, formata din sapte bare de lungime
|, articulata in punctul O si
simplu rezematd in punctul
A. Grinda este actionata de o
forta avand marimea 4P,
aplicata in punctul B si de o
forta avand marimea 2P,
aplicata in punctul C.

Rezolvare
Se aplica metoda
sectiunilor.
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Deoarece toate nodurile au mai mult de doua necunoscute,
se determind, mai intdi, reactiunile din legdturile exterioare,
scriind ecuatiile scalare de echilibru pentru grinda solidificata

;(ﬁm'):o - H=0
pedx
y M. (RiR)=0 - VE?_I—ZP[I]—4PEII§:O

_ |
S Mo(RiR)=0 - ND?I—4PE—TZ——2PEI]:O

de unde, se obtine
H=0, V=2P, N=4P

Se sectioneaza grinda prin barele 4, 5 si 6, incluzand
barele 4 si 5 care intereseaza.

Se pot scrie ecuatii scalare de echilibru, pentru oricare
dintre partile sectionate, pentru care s-au introdus si toate
necunoscutele care apar In urma sectiondrii, preferandu-se
solutia care conduce cel mai rapid la rezolvarea problemei.

vV=2P vV=2P N=4P

Pentru aceasta, in vederea determindrii necunoscutei T4, Se
scrie o ecuatie de momente in raport cu punctul C, (in partea
dreapta a grinzii) si anume,

4P[|]-4P12+T4 d?zo
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de unde, se obtine

43

T4 :_TP

Pentru determinarea necunoscutel Ts, se scrie o ecuatie de
proiectie pe directia axei verticale, Oy.

V3

T, -2P=0
2

de unde, se obtine

T5 = 4_\/5 P
3
M etoda Cremona

Metoda Cremona poate fi utilizatd pentru orice grinda
plana cu zabrele, ea reprezentand aplicarea graficd a metodei
analitice a izolarii nodurilor.

Metoda presupune construirea succesivd a poligoanelor
inchise de fortele rezultate din ecuatiile scalare de echilibru
scrise pentru fiecare nod.

M etoda Culmann

Metoda Culmann poate fi utilizatd pentru orice grinda
plana cu zabrele, ea reprezentand aplicarea grafica a metodel
analitice a sectiunilor.

Metoda reprezintd exprimarea graficd a conditiilor de
echilibru pentru o parte sectionatd a unei grinzi cu zdbrele si
permite determinarea a trei forte necunoscute care actioneaza in
barele grinzii.

Observatia 7.3:

Metodele grafice de rezolvare a problemelor de echilibru
static al grinzilor cu zdbrele, sunt specifice mai ales activitatilor
de proiectare si prezentarea lor detaliatd nu face obiectul acestei
lucrari.
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7.4. STATICA FIRELOR

Unul dintre modelele teoretice utilizate in mecanica, este
linia materiala, model care se aplica acelor domenii materiale la
care doud dintre dimensiuni, latimea §i grosimea, sunt relativ
mici in raport cu lungimea si nu joaca practic nici un rol in
desfasurarea miscarii. Acest model are ca elemente
caracteristice o linie geometrica care poate fi dreapta sau curba,
ca reprezentant al axei domeniului material si 0 masa, distribuita
pe unitatea de lungime, ca marime ce caracterizeazd inertia
domeniului considerat. Liniile materiale pot fi bare daca opun
rezistentd la incovoiere sau fire dacd nu opun rezistenta la
Tncovoiere.

Definitia 7.6:

Se numeste fir, o linie materiald perfect flexibila (nu
opune rezistentd la modificarea formei) si inextensibila (nu-si
modifica lungimea sub actiunea fortelor exterioare aplicate).

Exemple de fire: cabluri diverse, curele, conductoare
electrice etc.

7.4.1. Ecuatia generala a firelor

Problema echilibrului static al firelor constd in deter-
minarea formei de echilibru, numita curba funiculara si a fortei
interioare din orice sectiune a unui fir supus actiunii unui sistem
de forte exterioare. Solutia acestei probleme este datd de
rezolvarea ecuatiei generale a firelor.

In Figura 7.3, se considera un fir, prins la capetele A si B,
care este supus actiunii unei forte, p, distribuitd dupa o lege
oarecare pe lungimea firului. Se izoleaza un element de fir
MM', definit de punctele M si M' care au coordonatele
curbilinii s respectiv. s+As. In baza teoreme echilibrului
partilor, elementul de fir izolat, trebuie sd fie in echilibru sub
actiunea fortei exterioare rezultante, AP, aplicati in punctul

M" si a fortelor interioare —T(S) si T(S+ AS).
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vyl
S M M'
As
Ap T
-1(s)
M M'
MH
Fig. 7.3.

Se scriu urmatoarele ecuatii vectoriale de echilibru:
~T(s)+T(s+As)+AP=0 (7.13)
MM x[-T(s)] + M'M"xAP = 0 '

Impartind prin As si trecand la limita, As — 0, se obtine,
pentru prima ecuatie a relatiei (7.13)
T(s+As)-T(s) AP

lim +1lim=C =0 (7.14)
As-0 AS b£s-0 AS

Primul termen al relatiei (7.14) reprezinta derivata fortei
interioare din fir in raport cu arcul s, iar a doilea termen
reprezinta forta distribuitd pe unitatea de lungime, astfel ca, se
poate scrie,

— +p=0 (7.15)
ds

Pentru a doua ecuatie a relatiei (7.13), se obtine
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lim MXT(S)HWM'M"X%:O (7.16)
S

£s-0 As As-0

Pentru primul termen al relatiei (7.16), se observa ca

MM*' . . .-
vectorul “As tinde, la limitd, la versorul tangentei, T,
S

deoarece el este tangent la curba in punctul M, in conditiile n
care, vectorul MM’ care este dirijat dupa coarda, este tangent la
curba, la limita.

Al doilea termen al relatiei (7.16) tinde cétre zero pentru

MM 0, iar 2F _ P. Rezults,
As
T™xT(s)=0 (7.17)
Sau
T=TO (7.18)

Relatia (7.18) exprima faptul ca T si T sunt coliniari, iar
scalarul T este totdeauna pozitiv, deoarece firele nu pot fi supuse
la compresiune. Se conchide ca forta interioard din fir este
totdeauna orientata dupa directia tangentei la fir.

7.4.2. Ecuatiile diferentiale ale firelor

n sistemul cartezian de coordonate
Deoarece forta interioard din
A fir, T este orientatid dupa directia
A tangentel la fir, cosinusurile

. dx dz

C(x,y,z) directoare sunt —, ﬂ —
Y ds' ds' d

B s ds ds

deoarece vecto-rul de pozitie al

unei sectiuni oarecare, C, a firului,

I(s)

Yy

0 7(s), se scrie, in raport cu axele
y sistemului  cartezian de coordo-
nate, F(s) = x(s)i + y(s)j + z(s)k,
Fig. 7.4. asa cum se vede in Figura 7.4,
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iar versorul T a tangentei sescrie T :i-%hdyﬁgk
i i ds_ ds ds° ds
Proiectiile fortei T =T,i+T,j+T,k pe axele sistemului

cartezian de coordonate, sunt, in baza relatiei (7.18),

T, Td—x, Ty:Tﬂ, T, = T% (7.19)
ds ds ds

Tindnd seama de relatia (7.19), relatia (7.15) se poate
proiecta pe axele sistemului cartezian, astfel:

d ]_dx _
d—s@_&%“px =0

=0 7.20
dsD dsH-pr (7:20)

95 2H, p,
dsd dsQ
In sistemul de trei ecuatii dat de relatia (7.20) exista patru

necunoscute:  x(s), y(s), z(s) si T(s). A patra ecuatie
diferentiald se obtine stiind ca

BEL IR gy

ds0 [dsO [dsO

7.4.3. Ecuatiile diferentiale ale firelor
Tn sistemul Frenet de coordonate intrinseci

Triedrul Frenet, prezentat in Figura 7.5. este un sistem
cartezian triortogonal mobil, avand originea intr-un punct, C, a
firului §i ca axe: tangenta la fir in punctul considerat, avand
versorul T, normala principald, continuta in planul osculator,
avand versorul v si binormala, avand directia perpendiculara pe
planul osculator si versorul .
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normala
principala

inormala

Fig. 7.5.
Se cunoaste prima formula a lui Frenet,

a_lg (7.22)
ds p

n care, p reprezinta raza de curbura a firului.
Daca in relatia (7.15) se tine seama de relatia (7.18), se
poate scrie

d(TT), 52 (7.23)
ds
sau
CUEE LU (7.24)
ds ds

Se inlocuieste in relatia (7.23) relatia (7.22) si, punand in
evidentd proiectiile fortei P pe axele triedrului Frenet,
P:» Py, Pg,seobtine

d—TT+IV+pTT+pVV+pBE:0 (7.25)
ds p
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Din relatia (7.25) se deduc trei ecuatii scalare

—+ =0
g5 P
I+pv =0 (7.26)
P
Py =0

Ultima relatie din sistemul de ecuatii scalare (7.26), arata
ca firul ia acea forma pentru care suportul fortei p, distribuita in

lungul firului dupa o lege oarecare, se afla in planul osculator in
punctul C la curba respectiva.

7.4.4. Cazuri particulare ale staticii firelor
7.4.4.1. Fir neactionat de forte exterioare

In aceasta situatie, p=0, iar sistemul de ecuatii scalare
(7.26) devine
dT
=0

ds (7.27)

Daca se presupune ca firul este intins, atunci T #0 si,

1 . . . -
deci, — =0 si T=const., ceea ce inseamna ca forma de echilibru

a firului neactionat de forte exterioare este o linie dreaptd, iar
forta interioara care actioneaza in fir, este de méarime constanta.

7.4.4.2. Fir actionat de forte exterioare
avand directia normala pe fir

In aceasta situatie, p = p[V, iar sistemul de ecuatii scalare
(7.26) devine
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ar _
ds
I+p:0
p

0
(7.28)

Se observd ca T=const., ceea ce inseamna cd forta
interioara care actioneaza in fir, este de marime constanta.

7.4.4.3. Fir actionat de greutatea proprie
(firul omogen greu)

In aceasta situatie, se considera ca firul este situat in planul
vertical xOy, iar forta distribuitd, P, care actioneaza asupra

firului pe unitatea de lungime este constanta in modul si egald cu
greutatea firului pe unitatea de lungime. Sistemul de ecuatii
scalare (7.15) devine

dldx[]_
sl wr

AHdH by (7.29)
dsO dsO

ddz
RSl

0

Prin integrarea primei si ultimei relatii din sistemul de
ecuatii (7.29), se obtine:

dx dz
—=C,; T—=C 7.30
S L (7.30)

n care C; si C; sunt constante de integrare. Se impart cele doua
relatii din expresia (7.30) si se obtine

2_C_¢ (7.31)
dx C,
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sau

z=CR+C" (7.32)

C
Relatia (7.32), in care C'= C—z si C' sunt constantele de

1
integrare, reprezinta ecuatia unui plan vertical, ceea ce Inseamna
ca forma de echilibru a unui fir actionat de greutatea proprie este
o curba situatd in acest plan vertical.

Daca se considera ca planul vertical care contine forma de
ecilibru a firului actionat de greutatea proprie este xOy, atunci,
C'=0s1 C'=0.

Forma de echilibru a firului actionat de greutatea proprie
se determind considerand in planul xOy, ecuatiile

IHrYH p=o

dsd ds[ (7.33)
Td—x =C,
ds

Se obtine succesiv, eliminand forta interioard care
actioneaza in fir

AR S H p_g (7.34)

ds dx ds[
Sau
Ed_y H— 7.35
ds dx (7.35)
Se stie ca ds=./dx* +dy® =dx,[1+ éﬂﬂg si inlocuind,
\/ X
se obtine
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c.—¥ _p (7.36)

1+ y?dx

y _-P
J1+y*? C,

Efectuand substitutia y'=shu, se obtine y"=u'chu si
ecuatia diferentiala (7.37) devine

(7.37)

uchu _ P
Vi+shu G,

sau, pentru ca J1+sh?u =+/ch’u =chu se obtine

(7.38)

u'=— (7.39)

Integrand relatia (7.39) rezulta

U= Cﬂx +B, (7.40)

1

in care B; este constanta de integrare. Revenind la substitutia
facuta, se ajunge la relatia

y'= sh%x +B, E (7.41)

Integrand inca o data relatia (7.41), rezulta

y :%ch%x+81%82 (7.42)
1
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Ay C . . :
Notéand Fl =a, in care a se exprima in unitdti de lungime

si tinand seama ca B si B, sunt constante de integrare, se obtine
y =altht +B, O+ B, (7.43)
a O

Curba astfel obtinuta si care este descrisa de ecuatia (7.43)
este cunoscutd sub numele de lantisor §i reprezintd forma de
echilibru afirului omogen greu.

Observatia 7.4:
Facand o translatie convenabila de axe, se poate obtine o
ecuatie mai simpla, N
sub forma y

X A B

si care este reprezen- ﬂ“ C
tatd in Figura 7.6, v X
varful  lantigorului o g

gasindu-se pe axa de
simetrie, Oy, la cota
a Fig. 7.6.

Pentru determinarea fortei interioare care actioneaza in fir,

se utilizeaza relatia T =C, % si stiind ca ds=+/1+y"?dx, iar
X

y= aﬁthi , rezulta
a

T=C,1+y? =C, [l+sh®* 2 =CchX=ply  (7.45)
a a

Lungimea unui arc de lantisor de la varf la un punct
oarecare de abscisd x este
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s= J’ds J’1+y'2dx J’1+shz—dx Ich dx = it

:aE‘x;h5

X
X
=alsh—
a a

0

7.4.4.4. Fir actionat de greutatea proprie
si actionat de forte interne mari (fir puternic intins)

In cazul in care firul este puternic intins, atunci forta
internd care actioneaza firul este mult mai mare decat greutatea

. .., . C . X
proprie a firului si deci, Fl = a este foarte mare iar raportul —

este foarte mic. Ecuatia curbei lantisorului, datd de relatia (7.46)
se poate dezvolta in serie si, neglijand puterile mari ale

. X .
raportului —, rezulta
a

2
+i §+ foa+ X (7.47)

y= aE:h— —au 1
2 4Mag 8 2a

care este ecuatia unei parabole. Raportind aceastd ecuatie la
tangentain varf si la axa de simetrie, ecuatia parabolei devine

X
=— 7.48
y 2a ( )

Daca se cunoaste distanta AB =1 dintre punctele de

suspendare a firului, asa cum se aratd in Figura 7.7, si sageata f,
2

. g .. . X o . <
si dacd se pune conditia ca ecuatia y = 2 sa fie satisfacuta
a
| 2
pentru x = 2 si y="f, rezulta a= ar’ iar ecuatia parabolei se
scrie
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4f ,
J l - y= |_2 X (749)
A . . o
y Forta interioara
care actioneaza in fir,

A A B .
- T=p, din cazul
X lantisorului, devine,

dezvoltand in serie si
neglijand puterile

v

. . X
mari ale raportului —
a

Fig. 7.7.

X x? 0 pl 2
T= =p@kth> =pEd+—+..,0pA=—— (750
ply=p a p % 7 Ep ot (7.50)

Procedand in acelasi mod si pentru lungimea totald a

firului, L, utilizand relatia s =als$h X pentru s = % si X = lz , Se
a

obtine
O O
L= 2aE$h2|— = Za§|+%@;—g %@;_ET +...00
I e N = I ¢ 27)
3
Ol + | 5
24a
|2
expresiein care, inlocuind a = a7’ rezulta
2
L=1+ 81 (7.52)
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7.5. Frecareafirelor

in Figura 7.8 se
considerd un fir, AB,
infagurat pe un tam-
bur fix de forma
cilindricd si de raza
R, actionat la extre-
mitatea A de forta
rezistenti F si la
extremitatea B de

forta motoare F,,.

Fig. 7.8.

Noténd cu o unghiul de infasurare, cu p coeficientul de

frecare de alunecare si cu N si F respectiv reactiunea normal
si forta de frecare pe unitatea de lungime intr-un punct M
corespunzator unghiului la centru 8, ecuatiile (7.26) se scriu

TS (7.53)
—-N=0
R
Tinand seama ca ds= Rd, rezulta
F]c = d_T
fde (7.54)
N=—
R
Conditia de echilibru F; < pN sescrie
dT T dar
——<HYd— < —<udo 7.55
rRae PR T CH (7:59)
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si integrand de la A la B,

R a
dT F
— < ufdé = In—= < pa 7.56
! T SH JO' F H (7.56)
de unde rezulta,
F,<F @& (7.57)

relatie stabilita de Euler
APLICATII

1. Enunt

Cunoscand unghiul a, coeficientul de frecare de alunecare,
M, momentul, M si raza discului, r, din figurd, se cere sa se
determine valorile fortei, G, pentru care discul ramane in repaus.

Rezolvare
Ecuatia de momente scrisa in raport cu punctul O, este

M+TO-G=0
de unde,
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Aplicand formula

F, <Fe"“, rezulta

"o Ao
G< TeHDZ U sau G< BG —%Eeum 0 deunde

UJ
caMpe®
r uBEHxH
e®? -1

2. Enunt

Cunoscand greutatea G, coeficientii de frecare pi si Mz
dintre firul si discurile din figurd, se cere sa se determine
valoarea fortei F pentru a tine in echilibru greutatea G .
_ 3
S 2

Ky a

77 P

= |

Rezolvare

Sectionand firul in portiunea care leaga cele doud discuri
si notand cu T forta interioard care actioneazi in fir in aceasti
sectiune, rezulta

T, M (@)
T<Ge? ;, Fs<e? ; FsGe?
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Tinand seama si de celdlalt sens de miscare, se obtine

~(3u+1,)

F=>Ge 2

Din aceste doua inegalitati rezulta conditia de echilibru

~(3u,+1,) T3y +my)

Ge ? < F< Ge?
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CAPITOLUL 8
APLICATIILE TEHNICE ALE STATICII
8.1. INTRODUCERE

In acest capitol sunt prezentate a serie de aplicatii tehnice
ale dtaticii care fac parte din categoria dispozitivelor sau
masinilor mecanice simple.

Urmarind sa-si usureze si sa-si eficientizeze munca, omul
a imaginat si construit, in cursul evolutiei sale, diferite
dispozitive mecanice simple, pe care, ulterior, le-a perfectionat,
fie In vederea utilizarii lor directe, fie ca parti componente ale
diferitelor masini si instalatii.

Din punct de vedere mecanic, un asemenea dispozitiv
mecanic simplu, reprezintd un rigid (sau un sistem de rigide)
supus actiunii unor forte exterioare si forte de legaturd, care
sunt, in cazul cel mai general:

» o forta motoare, F,

care determina punerea
sistemului mecanic in miscare;
» o forta rezistentd F. care se opune miscarii.

Intrucat sistemul de forte care actioneazi asupra acestor
dispozitive trebuie sa fie in echilibru, rezolvarea problemelor pe
care le ridica studiul echilibrului acestor sisteme mecanice, se
face cu gutorul conceptelor generale ale staticii prezentate in
capitolele anterioare.

De reguld, proiectarea si constructia acestor dispozitive
mecanice simple are in vedere invingerea unor forte rezistente
mari ntrebuintdnd forte motoare mici, accesibile unei actionari
manuale. Uneori insa, forta motoare poate fi egala sau chiar mai
mare decat forta rezistenta; intr-o asemenea situatie justificarea
existentei §i utilizdrii dispozitivului respectiv constand 1n
posibilitatea schimbarii directiei sau sensului fortei motoare.

Se atrage atentia asupra faptului cd toate dispozitivele
mecanice simple care sunt prezentate in aceasta lucrare au un
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singur grad de libertate, reprezentat de parametrul geometric
(unghi sau distanta) care ii determina pozitia de echilibru.
Problema care urmeaza a fi rezolvatd urmareste stabilirea
relatiei care existd intre forta motoare si forta rezistentd pentru
ca sistemul mecanic analizat sa fie in echilibru static.
Desi dispozitivele mecanice simple sunt foarte numeroase,
ele se pot reduce la doud categorii principale:
a) dispozitive din categoria planului inclinat: planul
inclinat, pana, surubul;
b) dispozitive din categoria parghiilor: parghia, sistemele de
parghii articulate, aparatele de cantarit, troliile, scripetii.

8.2. PLANUL TNCLINAT

Definitia 8.1:

Planul inclinat este un dispozitiv mecanic simplu, care
serveste la ridicarea si coborarea corpurilor, folosind un cablu
sau un troliu (exemplu rampele de incarcare-descércare).

Pentru studiul problemelor ridicate de statica planului
inclinat, se noteaza cu Q greutatea de ridicat sau de coborat si

care reprezinti forta rezistenti F =Q si cu P forta motoare
F, =P care are directia paraleli cu planul inclinat si care

reprezinta forta cu ajutorul cireia greutatea Q este ridicata sau
coborata pe planul inclinat.

Ridicarea greutitilor pe planul inclinat

Analizand Figura 8.1 a) si tinand seama de frecarea de
alunecare pe planul inclinat, ecuatiile de echilibru, la limita, se
scriu:

F-Fsna-puN=0

(8.1)
N-F cosa =0

Rezolvand sistemul de ecuatii rezulta:
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F, :Fr(sina+ucosa):FrM:kF (8.2)

cosd '

unde, ¢ = arctgu reprezinta unghiul de frecare, iar cu k s-a notat
sin(o +¢)
cosd
Daci se neglijeaza frecarea (u =0, k=sna= k') relatia
dintre forta motoare si forta rezistentd devine

expresia k =sina +pcosa =

F. =Fsna=kF (8.3)

Sl
n
ol

m
Ol

Fig. 8.1.
251


Gigi
Highlight


CURS DE MECANICA PENTRU INGINERI

Comparand relatiile (8.2) si (8.3), se observa ca in cazul
unui plan inclinat aspru (cu frecare) este necesara o forta
motoare mai mare decat in cazul planului luciu (fara frecare).

Din (8.3) rezultd ca la planul inclinat luciu intotdeauna
forta motoare este mai micd decat forta rezistentd (Fm <k )

In cazul planului inclinat aspru se constata, din examinarea
relatiei (8.2) cd, pentru a avea forta motoare mai micd decat
forta rezistenta este necesar ca termenul k<1, adica

sn(a+9) _, (8.4)
cosd
respectiv
sin(a +¢)<sin(/2-¢) (8.5)
de unde rezulta
a<t/2-2¢ (8.6)

In cazul cand relatia anterioara nu este indeplinita, forta
motoare este mai mare decat forta rezistenta (Fm >F ) si planul
inclinat isi pierde avantajul.

Coborirea greutitilor pe planul inclinat

In aceasti situatie, asa cum se vede in Figura 8.1 b) forta
de frecare isi schimba sensul si ecuatiile de echilibru static
devin:

F,-FEsna+puN=0

(8.7
N-F cosa =0
Rezolvand sistemul de ecuatii se obtine:
En:E@na—uaBayzﬁgﬂgjizzhﬁ (8.8)

cos

252



APLICATIILE TEHNICE ALE STATICII

k, = %S;"’) (8.9)

Relatia (8.8) dd marimea necesara a fortei motoare pentru
a Tmpiedica corpul de greutate Q sa alunece. Neglijand
frecarea, relatia devine

F,=Fsna=k'F (8.3)

£ —p Sn(-9)

Analizand relatia F, = F
cos

se constatd ca apar

urmatoarele situatii:

» cand a <¢ atunci, F, <O, si deci, pentru coborarea
greutitii Q pe planul inclinat, trebuie aplicati o forta de sens
contrar fortei motoare. Prin urmare, se spune ci greutatea Q Se
autofixeaza pe plan datorita fortelor de frecare mari;

> cand a =¢ atunci F, =0 si deci, greutatea Q se afla
in echilibru, la limitd, pe planul inclinat (la cel ma mic
deranjament, corpul Incepe sa alunece).

Observatia 8.1:
In cazul in care forta motoare F, nu este paraleld cu

planul inclinat, ci face un unghi 3, cu acesta, asa cum se vede in
Figura 8.1. c), iar planul Tnclinat serveste pentru ridicarea

greutitii Q = F, ecuatiile de echilibru devin
F.cosB—F sna—-pN =0
m COSB—F, K (8.10)
N-F cosa +F, sn3=0

Rezolvand sistemul de ecuatii dat de relatiile (8.10),
rezultd

3 :sna+u0980( F :sm(O(+¢)Fr =k'F (8.11)
cosB+usinB " cos(B-¢)
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Dacd planul inclinat serveste pentru coborarea greutatii
Q, forta de frecare isi schimbd sensul si din rezolvarea
ecuatiilor de echilibru static se obtine

sin(a -
. —( ¢) F =k, F (8.12)
cos(3 -9)

Din examinarea relatiei anterioare, se observa ca
autofixarea greutatii Q pe planul inclinat se obtine, ca si in
cazul precedent, atunci cand unghiul de inclinare a planului nu
depaseste unghiul de frecare a < ¢ .

8.3. PANA

Definitia 8.2:

Pana este un sistem mecanic simplu, avand forma unui
corp prismatic cu una sau doua fete opuse inclinate. Sectiunea
transversald a penei are forma unui trapez isoscel sau dreptun-
ghic, iar unghiul format de laturile neparalele ae trapezului se
numeste unghiul penei.

In Figura 8.2, a) si b), sunt prezentate penele cu dubla,
respectiv simpla inclinare. De obicei, pana se monteaza prin
batere cu ciocanul.

Fig. 8.2.
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Pana serveste pentru realizarea unei asamblari
demontabile a douda organe de masini (de exemplu, tija
pistonului cu capul de cruce, sau o roatd cu un arbore). De
asemenea, pana formeaza partea principald a uneltelor de spart,
taiat si strunjit (cutit, foarfece, topor, daltd, lama strungului).

Pentru o utilizare eficientd, este necesar ca forta motoare
F. care infige pana in locasul ei si inving rezistentele opuse de

corpul in care pana este introdusd, si anume, reactiunile normale
si fortele de frecare.

Dacd se considerda ca pana apasd uniform pe toatd
suprafata de contact cu corpul in care este introdusd, atunci
rezultantele reactiunilor normale din punctele de contact si
rezultantele fortelor de frecare se afla in planul transversal
impreund cu forta motoare, formand un sistem de forte
coplanare.

Pana simetrica, cu dubla inclinare

In cazul echilibrului la limitd, ecuatiile de echilibru static
sunt:

2Nsina +2Tcosa—-F, =0

8.13
T =puN ( )

Rezolvand sistemul de ecuatii dat de relatia (8.13), se
obtine

= 2N(sina +pcosa) = ZNM (8.14)
cos¢

F

m

Cand se scoate pana, tendinta de miscare fiind in sens
opus, se schimba sensul fortelor de frecare si se obtine

= 2N(sina —pcosa) = ZNM (8.15)
cos¢

E

m
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Analizand relatia (8.15) se poate observa ca pentru a se

scoate pana, trebuie sa se aplice o forta de sens contrar lui F,

deci este nevoie sa se traga de pana.
Prin urmare, conditia o <¢ reprezintd conditia de
autofixare a penei simetrice, cu dubla inclinare.

Pana asimetrica, cu simpla inclinare

In cazul echilibrului la limita, ecuatiile de echilibru static
sunt:
N, =N, cosa -T,sina =0
F,—-T,cosa—-N,sna-T,=0
T, =N,
T, =uN,
Rezolvand sistemul de ecuatii dat de relatia (8.16), se
obtine

(8.16)

F,=T,cosa+N,sna+T, =
= N,[sina +p(cosa —psina)+ucosa] = (8.17)
= Nl(sina+2ucosa—uzsina)

In relatia (8.17) se neglijeaza termenul uz care este foarte
mic §i se scrie

F. =N, cosa(tga +2u) = N, cosa(tga + 2tgp)  (8.18)
La scoaterea penei, ecuatia devine
F. =N, cosa(tga —2u) = N, cosa(tga — 2tgp)  (8.19)

Analizand relatia (8.19) se deduce conditia de autofixare a
penei cu simpla inclinare,

tga <2tgd = a <2¢ (8.20)

relatia (8.20) este valabild deoarece unghiurile sunt foarte mici
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si se poate aproxima valoarea functiei trigonometrice prin
valoarea corespunzatoare a unghiului.

8.4. SURUBUL

Definitia 8.3:

Surubul este un organ de masina care poate servi pentru:

> realizarea  unor asamblari  demontabile cu
strangere(suruburi de fixare cu filet triunghiular);

» transmiterea migcarii prin transformarea miscarii de
rotatie Tn miscare de translatie i invers (suruburi de miscare cu
filet patrat, trapezoidal, ferdstrau sau rotund);

» reglarea pozitiei relative a doud piese sau eliminarea
jocurilor de uzura (suruburi de reglaj cu filet triunghiular);

» masurarea lungimilor (suruburi micrometrice cu filet
triunghiular sau patrat).

Din punct de vedere geometric, surubul este construit, asa
cum se aratd in Figura 8.3, ducind pe suprafata laterald
desfasurata a unui cilindru circular drept o serie de dreptunghiuri
egale ce au diagonalele inclinate cu acelasi unghi.

Prin infasurarea la loc a suprafetei laterale a cilindrului,
diagonalele dreptunghiurilor se dispun pe o curba continua
numitd elice.

a ¥}

Fig. 8.3.

La orice surub se intdlnesc urmatoarele elemente teoretice
si constructive caracteristice:

> €licea, adica curba in spatiu care taie sub un unghi
constant (numit unghiul de inclinare a elicei) generatoarele unui
cilindru sau con (forma geometrica a corpului surubului);
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» pasul elicei, p, care reprezinta distanta dintre doua
spire consecutive ale aceleiasi elice, masuratd pe directia
generatoarei;

> filetul care este profilul in relief rezultat din purtarea
de-a lungul elicei a unui profil oarecare numit profil generator
(triunghiular, patrat, trapezoidal, fierastrau, rotund);

» diametrul exterior al varfului filetului si diametrul
interior al fundului filetului (diametrul de rezistenta).

Principalele parti componente ale unei asamblari realizate
prin intermediul unui surub sunt: surubul, piulita si saiba.

La folosirea suruburilor se deosebesc patru cazuri posibile:

a) surubul fix si piulita mobila (bulonul de strangere;
surubul de asamblare). In acest caz, piulita ghidati de surub
capata o miscare elicoidald deplasandu-se in lungul surubului cu
pn milimetri pentru n rotatii,

b) surubul mobil si piulita fixi (prese cu surub, cricul). In
aceasta situatie surubul ghidat de piulitd capdtd o miscare
elicoidala in raport cu aceasta, la n rotatii deplasandu-se Tn
lungul axel sale cu o lungime de pn milimetri;

C) surub numai cu miscare de rotatie si piulita numai cu
miscare de translatie (masa mobild a masinilor unelte,
suruburile micrometrice);

d) surub numai cu miscare de translatie §i piulitd numai cu
migcare de rotatie ( cheia franceza, surubul binoclului).

In cele ce urmeaza se trateazi numai mecanismul la care
surubul este mobil si piulita este fixa, filetul fiind patrat.
Rezultatele care se obtin sunt valabile si pentru celelalte cazuri.

In Figura 8.4 este reprezentat un surub de razi R cu
unghiul de inclinare a e€licei, a, care este actionat prin
intermediul bratului de parghie AB=1| de forta motoare F,
perpendiculara pe planul facut de AB si axa AC a surubului.
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Fig. 8.4.

Datorita actiunii fortei F_, Tn punctul C se va produce o

reactiune F indreptati dupa axa AC, egald si direct opusa cu
forta pe care surubul o exercita in C asupra corpului D pe care il
preseaza (presa cu surub).

In ipoteza cd in toate punctele dintre flancul surubului si
cel al piulitei se realizeazd contacte, fortele care actioneazd
surubul sunt:

» cuplul motor de moment M, = F, [ care este dirijat
dupa o directie coliniara cu axa surubului;

> forta rezistenti F transmisi de corpul presat, avind

directia axei surubului si sensul opus celui de inaintare al
surubului;
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> reactiunile normale N, care apar In toate punctele de

contact ale filetului surubului cu filetul piulitei, ca fiind
transmise de piulitd;
> fortele de frecare T, = uN,, tangente la filet, care apar

in toate punctele de contact dintre surub si piulita.

Sub actiunea acestor forte, surubul se afla in echilibru. Se
pune problema determinirii momentului motor, M _ si a fortei
rezistente, F.

Pentru rezolvare, se scriu ecuatiile scalare de echilibru la
limita, pentru cazul Insurubarii

-F +ZNi cosa—ZuNisina =0
(8.21)

M —EZNisina +ZpNi cosaH? =0
I = 1= |:|
se obtine,

F. = (cosa —usina)i N,
= (8.22)
M, =R(sina +ucosa)Z N,

1=
Pentru momentul motor maxim, se obtine, eliminand

Z N. fintre relatiile din (8.22)

M -F DRSII’]CX+|JCOSG

n =F — =F Rigla+¢)  (8.23)
max COSC(—}J.SII’]C(
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In cazul desurubarii, momentul motor isi schimba sensul
si, deci,

M, =F [Rig(a-¢) (8.24)

pentru realizarea echilibrului static, este necesara
respectarea relatiei

F Rtg(a -¢)<M, <F [Rigla+9)  (8.25)
8.5. PARGHIA

Definitia 8.4:

Un solid rigid cu un punct fix sau cu o axa fixa, actionat
de o fortda motoare, P si de o fortd rezistenti, Q, avand
suporturile continute intr-un plan normal pe axa de rotatie, se
numeste parghie.

C

a) b) c)

Fig. 8.5.

Dupa pozitia relativa ocupatd de punctul fix fatd de forta
motoare P si forta rezistentd, Q, parghiile sunt detrei categorii,
asa cum se vede si in Figura 8.5.

» parghii de ordinul inta, a);

» parghii de ordinul doi, b), care satisfac conditia p>(;

» parghii de ordinul trei ¢), care satisfac conditia p<(.
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Conditia de echilibru a unei parghii, neglijand frecarea in
articulatie, este

Pp-QH=0 (8.26)
p=9¢g (8.27)

In cazul parghiilor de ordinul Tntd se pot ntalni
urmatoarele situatii:
» q=p,deci P=Q, cazul balantelor cu brate egale;

> p>q, deci P<Q, cazul parghiei care economiseste

forta motoare;
> p<q,deci P>Q

In cazul péarghiilor de ordinul doi, Tntotdeauna p>q si
P<Q.

Daca se ia 1n considerare frecarea in din articulatie, relatia
(8.26), devine

Pp-Q-uNE =0 (8.28)

unde s-anotat cu [ coeficientul de frecare din articulatie si cu r,
raza fusului, iar cu N marimea reactiunii care este datd de relatia

N = /P? + Q? + 2PQcosa (8.29)

Din relatiile (8.28) si (8.29) rezulta conditia de echilibru,

POp= QY+ p EyP? +Q° +2PQcosa (8.30)

Daci dreptele suport ale fortelor P si Q sunt paralele,
deci a =0, relatia (8.30) devine
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1+H

p=9g9 g (8.31)
p kO

p

Comparand relatiile (8.27) si (8.31) se observa ca raportul
q

— se multiplicd cu o marime supraunitara,

1+H

frecarii.
8.6. TROLIUL

Definitia 8.5:

Un sistem de doua roti concentrice solidare sau o manivela
solidara cu un cilindru avind aceeasi axad de rotatie, se numeste
troliu.

Troliile servesc la ridicarea greutatilor si sunt des utilizate
pe santierele de constructii, in santierele navale si la bordul
navelor.

Daca se neglijeaza frecarile din lagare, rigiditatea cablului
si greutatea acestuia, ecuatia de momente, in raport cu axa de
rotatie, este, corespunzator notatiilor din Figura 8.6,

PR-QF=0 (8.32)
sa,

P=_0Q (8.33)
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ars

¥

|
|

Fig. 8.6.

Daca se tine seama de greutatea proprie a cablului pe
unitatea de lungime, q, si notand cu y lungimea portiunii de
cablu care atarna, relatia (8.32) devine

P=(Q+ qy)é (8.34)

Se observi ci forta P variazi cu lungimea, y, a cablului
desfisurat. Pentru a se mentine constanti marimea fortei P n
timpul ridicarii greutatii Q, se utilizeaza troliile regulatoare care
au tamburi tronconici.

8.7. SCRIPETELE

Definitia 8.6:

Scripetele este un dispozitiv mecanic format dintr-un disc
circular, pe periferia caruia trece, printr-un sant, un cablu la
capetele caruia se aplica diverse forte.

Dupa pozitia pe care o are axa scripetelui, se deosebesc
doua categorii de scripeti:
» scripeti ficsi (Figura 8.7, a), a caror axa este fixa;
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» scripeti mobili (Figura 8.7. b), a caror axa se poate

deplasa.

Fig. 8.7.

Conditia de echilibru a unui scripete fix poate fi exprimata

in doud moduri, astfel:
a) daca se neglijeaza frecarea in articulatia fixa, O,

PIR-QIR=0- P=Q (8.35)
b) daca se considera frecarea din articulatie,
PIR-QIR-uN =0 (8.36)

unde s-anotat cu 1 coeficientul de frecare din articulatie si cu r,
raza fusului, iar cu N marimea reactiunii.
Daca fortele P si Q sunt paralele, relatia (8.36) se scrie
sub forma,
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_R+pr
" R- jr

In determinarea relatiei dintre forta motoare, P, si forta
rezistentd, Q, trebuie introdus si efectul rigiditatii firului (in
realitate, firul nu este perfect flexibil).

P

Q (8.37)

Observatia 8.1:

Evaluarea rigiditatii la incovoiere a firului este, in general,
o problema dificild, care este rezolvatd cu mijloace teoretice
specifice rezistentei materialelor. In cele ce urmeaza, se prezinta
o metoda simplificata de studiu.

In Figura 8.8. se considera un scripete fix. Din cauza

rigiditatii firului, atunci cAnd se aplica forta P necesara pentru a
ridica greutatea Q, firul este tangent scripetelui la capetele unui
diametru A'B' inclinat fatd de orizontala. Portiunea din fir
asupra careia se aplica forta motoare P se apropie cu o distanti
g, de centru, iar cealaltd parte se depdrteazi cu o distantd €,. In

aceste conditii, echilibrul scripetelui se exprima cu relatia
LS

Fig. 8.8.
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P(R-&)-QR-¢,)-pn0(P+Q)=0 (8.38)
Sau
o Q%+ & ;ez . 2“%52 kQ (8.39)

Se observa ca, in cazul unui scripete fix, intotdeauna forta
motoare P este mai mare decat forta rezistenti Q, deoarece
k>1.

Conditia de echilibru a unui scripete mobil, daca se tine

seama de rigiditatea firului si de frecare, se exprima prin
ecuatiile:

P=KT
(8.40)
P+T=Q
Rezulta,
k
P=—— 8.41
k + 1Q 841

Se observa ca P<Q, deci scripetele mobil permite
demultiplicarea fortei motoare.
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